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A photoelectric microscope photometer was built for the investigation of the absorption, 
Jemission and reflection of single microcrystals. It consists of a Zeiss microscope, a mercury 
lamp and a multiplier phototube. 

The transmission of single microcrystals was examined. Evaluating the experimental 
idata neither a plane-parallel, nor a spherical crystal model furnished reliable values for the 
Zabsorption coefficient. The application of an empirical model based on the non-absorbed 
fradiation made possible the determination of the 3650 A ultraviolet absorption coefficient. 

The absorption coefficients of some ZnS-type materials were determined. The 3650 
ultraviolet absorption coefficients have the following values: hex. ZnS-Ag 124; cub. ZnS- 
Ag 139; hex. ZnS-Cu 220; hex. ZnS 57,3; ZmS-10CdS-Cu 292; 50ZnS-50CdS-Ag 636/cm. 

The light emission of microcrystals is increasing with the second power of the diameter. 
Wit depends on the light path of ultraviolet radiation within the crystals. The ultraviolet 
tabsorption coefficient may be determined from the dependence of the emission on the par- 


f 


The refractive index of microcrystals can be determined from microscopic reflection 
#{measurements. 


In the last years several authors have described different types of photo- 
jelectric microscope devices. WAyMouTH and Bitter [1] used the microscope 
combined with a multiplier phototube to investigate electroluminescence emission. 
{DEELEY [2], Bourcnarpt [3] and co-workers employed different types of 
imicrophotometers for the examination of biological cells. 

| Recently, a photoelectric microscope photometer has been developed 
n our laboratory for the purpose of investigating single luminescent micro- 
crystals. This microphotometer consists of simple, mostly commercially available 
icomponents. It was used to examine the ultraviolet absorption coefficient, 
he emission and the reflection of ZnS-type microcrystals. The apparatus, the 
measurements, the evaluation of the experimental data and the results are 


discussed in this article. 


I. Experimental arrangement 


| A) Fig. 1 shows the experimental arrangement for absorption measure- 
‘ments. The radiation of a high-pressure 125 W mercury lamp is projected on 
ithe microcrystal to be examined, by means of a mirror and a condenser. The 


light rays are bounded by diaphragms. ; 
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The microcrystals are sedimented on a glass slide in such minute amoung 
that the average distance of the crystals is approximately ap par Us AE Bi 
rays leaving the crystals are collected by the microscope objective. A feet ar 
attachment is applied to the microscope, dividing the light raye ante two 
beams. The microcrystals are observed by the left eyepiece provided wat an 
ocular micrometer, in order to measure the size of the crystals and to adjust the 


particles into the optical axis. 


13 


Fig. 1. Experimental arrangement for absorption measurements. Notations: 1. mercury lamp, | 
2. mirror, 3. condenser lens, 4. diaphragms, 5. microscope stage, 6. slide, 7. microcrystal, 8. — 
objective, 9. binocular attachment, 10. eyepiece, 11. micrometer, 12. diaphragm, 13. prism, — 
14. rotating disk, 15. motor, 16. optical filter, 17. multiplier phototube,:18. load resistance,, 

19. electronic voltmeter, 20. high voltage supply | 


The right tube of the binocular attachment contained a diaphragm | 
system in order to eliminate stray light and to select a4,5 micron diameter part. 
of the microcrystal on its image.The real image of the object is produced on the 
cathode of a selected 931A-type multiplier phototube. The optical system pro- 
jected on the photocathode only the rays traversing a microcrystal and leaving 
it inside a circle of 4,5 micron diameter, thus the radiation emerging from a’ 
small area of a larger (10—40 micron) crystal reached the photocathode. 

In order to avoid the measurement of very small direct currents, the light 
incident on the photocathode was modulated by a rotating disk. The photo- 
current producing an alternating voltage on the load resistance was measured 
by an electronic voltmeter. The phototube was combined with suitable optical 
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ifilters. The total magnification of the optical system was 160 fold. As was done 
iby BruMBERG and PEKERMAN [4], vaseline oil immersion was used to reduce 
iscattering. No covering plate was used on the slide. The microscope was a Zeiss- 
‘Jena glass microscope. 

The measurements were performed as follows: the individual micro- 
ferystals were adjusted into the optical axis by means of screws of the stage. 
{Using different optical filters (Schott interference and glass filters) the radiation 
straversing the single microcrystals and the radiation emerging from the back- 


ground was measured. The intensity of the background radiation is equal to 


1 


Fig. 2. Experimental arrangement for reflection measurements. Notations: 1. mercury lamp, 
2. condenser lens, 3. vertical illuminator, 4. microscope objective, 5. microcrystal, 6. glass 
slide, 7. lamp, 8. substage condenser 


the incident radiation reaching the crystal. The measurements were carried 
out with 20—40 single particles of different sizes. 

B) The same experimental arrangement was used for emission measure- 
ments. To select the 3650 A mercury line a Schott UG11 optical filter was used. 
n the right tube of the binocular attachment a diaphragm system was used 
for cutting out a 60 micron diameter circular disk of the slide on ist image. Thus 
only one single microcrystal was examined. The photocathode was combined 
ith optical filters transmitting the emission of the crystals and eliminating 
he ultraviolet radiation. A Schott GG14 filter was used for yellow and 
een emitting phosphors and a Schott 4358 Ainterference filter was used for 
nS-Ag. The single microcrystals were adjusted into the optical axis and their 
ght emission was detected by the phototube. 

C) Fig. 2 shows the arrangement of reflection measurements. The radiation 
\f a mercury lamp was projected by a vertical illuminator on the crystal examined. 
e optical system selected a 8 micron diameter part of the microcrystal on 
st image. A lamp was placéd under the microscope stage to facilitate adjusting 


1* 
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the crystals into the optical axis. The total magnification of the system was 
90 fold. Oil immersion was not used. The reflection of single microcrystals, of 
grounded glass particles and of the background glass plate was examined for 


several wavelengths. 


II. Determination of the absorption coefficient of microcrystals 


Most luminescent materials can be prepared only in the form of micro- 
crystals, the determination of their absorption coefficient offering considerable 
difficulties. Although the problem is a classical one, even its approximate solu- 


tion has been attempted only in the last years. The absorption coefficient of | 


microcrystals and diffuse powders was determined partly by statistical methods | 


from the diffuse reflectance [5, 6, 7, 8, 9], partly by the microscopic method — 
developed by BrumBEerRG and PEKERMAN [4]. Here we mention some of the | 


difficulties of the methods published hitherto. 
All of the authors employing statistical methods used crystal models 


which were essentially simpler than the real microcrystals (e. g. plane-parallel, | 


parallel epipedon or spherical crystal shapes). The absorption coefficient was 
expressed by complicated formulas. The formulas, except Bop6’s, contained 
an unknown parameter, the refractive index. The formulas had a term, wl, 
consisting of the product of the absorption coefficient ~ and the light path 


Z within the crystal. The latter corresponds to the particle size only in the case | 


of strictly plane-parallel crystals and normal incidence. In practice, the light 


rays are repeatedly reflected within the crystals [8]. For this reason the 


statistical systems give a larger value for “ than the real one. Besides theo- 
retical difficulties, some practical difficulties too are encountered. The diffuse 


reflectance measurements must be carried out on samples of homogeneous 
particle size. The uniform particles are produced by sedimentation and a_ 


considerable quantity of material (50—100 g) is needed for this purpose. 
A further difficulty lies in the fact that repeated sedimentation causes sur- 
face deterioration, blackening of ZnS crystals, affecting strongly the diffuse 
reflection coefficient. The advantage of the statistical methods lies in the 
simplicity of the diffuse reflection measurements. 
Although the microscopic method is experimentally more difficult, its. 
application is practical because of its advantages. BRUMBERG and PEKERMAN) 
built a photographic microscope quartz-microspectrograph for the measurements 
of the absorption spectra of microcrystals. Their method could be used only 
for rigorously plane-parallel crystals. The BRUMBERG-PEKERMAN method offers 
some difficulties. Practically the ZnS-type microcrystals are not plane- 
parallel, but have an approximately spherical or ellipsoidal shape. Brum- 
BERG and PEKERMAN determined the absorption ‘spectra only up to 4000— 


~ ie 
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t4s00 A. They gave the value of the absorption coefficient only for ZnS-Cu. 
(In Fig. : of their paper [4b] they represented the product yl for ZnS. The 
}maximum value of Hl is 15 and it is approximately 2 at 4300 A. Presumably 
ithe difference between the values of the absorption coefficient of the absorbed 
and non-absorbed radiation must be much greater. The discrepancy may be 
caused by two factors: First, by the deviation of the crystal shapes from the 
rigorously plane-parallel form ; further these authors did not describe control 
experiments with opaque microcrystals (e. g. metal powders). The high value 
of ul at 4300 A may be caused by stray light and diffraction effects too. The 
i photographic method is not practical. 
To eliminate the difficulties of the original Brumperc-PEKERMAN 
{method, a photoelectric microscope photometer was used to examine the ab- 
¢ sorption of microcrystals. A new method for the evaluation of the experimental 
fresults was developed. 


1. Evaluation of the experimental data 


The photoelectric microscope photometer furnishes the following data : 
the particle size of the individual microcrystals, the intensity of radiation 
traversing the crystal and the intensity of the background, incident radiation. 
The 3650, 4046—78, 4358, 5460 and 5770—90 A mercury lines were sufficiently 
intense, they could be detected despite the very strong attenuation in the optical 
system. 

The question was how to evaluate the experimental data. For this purpose 
lthree different models were suggested: the plane-parallel, the spherical and 
an empirical model. 

a) The plane-parallel crystal model. The plane-parallel crystal model was 
first used by Bov6o [5] in his statistical method. Although good results were 
obtained by the statistical methods, the plane-parallel model cannot be applied 
for individual crystals, because their shapes differ considerably from the plane- 
parallel form. In the case of single microcrystals, experimental evidence too 
contradicts the plane-parellel model. ZnS microcrystals practically do not absorb 
the 5460, 5770 A mercury lines. In the case of non-absorbed pa diation: the 
transmission T of a single crystal would be Z 
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tenoting by n the refractive index. For ZnS crystals immersed in vaseline oil 


an = 1,5, thus 


; 
jindependently of the particle size. The experiments were in contradiction with 
ithis result. 


: 
: 


b) The spherical crystal model. Examining ZnS-type microcrystals with 
the microscope, their shape is approximately spherical or ellipsoidal. The 
optical properties of spherical particles were discussed in detail by many 
authors, e. g- MEcKE [10], BLumer [11], Davis [12], Tuomas [13]. Their prob- 
lems in some aspects differ from the problem dealt with by us. 

When a parallel radiation reaches a spherical particle the crystal acts 
as a spherical lens. (See Fig. 3.) The phenomenon may be observed with the micro- 
scope too, the central area of nearly spherical microcrystals only being bright. 


) Using the optical system of Fig. 1, the rays traversing a microcrystal and leaving 
jit inside a circle of 4,5 micron diameter, reach the photocathode. It was shown 
{that the intensity of radiation traversing a crystal and reaching the photo- 
¢cathode may be described by the formula 


P= Tefces (3) 


| denoting by I, the intensity of incident (background) radiation, by yu the absorp- 
tion coefficient, and by./ the diameter of the particle. 


fs=G(I)-P. (4) 


G(l) is a function of complicated integrals, based on the Fresnel formulas. Its 
deduction is given in the Appendix of this paper. 

The experiments disproved the spherical crystal model. For non-absorbed 
radiation f, was calculated and experimentally determined. Although the effect 
of collecting radiation of spherical crystals predicted by the theory was found 
experimentally, the calculated values of f, (depending on the particle size) 
differ strongly from the experimental data. The discrepancies may he explained 

by the deviations from the rigorously spherical shape and by the submicroscopic 

‘roughness of the crystal surface. The calculations are valid only for optically 
perfect crystals. The incident radiation was not perfectly parallel but slightly 
divergent. Also the imperfections within the crystals may cause deviation from 
the theory [30, 31]. 

c) The empirical model. As was Peuinned: the application of non-absorbed 
radiation was a criterium for the usefulness of the plane-parallel, resp. spherical 
crystal models. The assumption that ZnS-type microcrystals do not absorb 
the 5460 and 5770 A mercury lines, is in agreement with the measurements 
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on single microcrystals performed by Prrer [14], CzyzaAk [15] and co-workers 
and on evaporated films carried out by Hauy and FERcUSON [16]. The diffuse 
reflection spectra confirm too this assumption [5, 17, 18, 19, 20]. The appli- 
cation of non-absorbed radiation makes possible the determination of the ultra- 
violet absorption coefficient. Irradiating a crystal by non-absorbed radiation, 
it is either collecting the light rays because it acts as a spherical lens or else 
scattering them because of its irregular shape. Examining the case of non- 
absorbed radiation and using the former notations I and Io, the quantity 


fy =1/I, (5) 


is the empirically determined ‘shape factor” of the crystal. 

Approximately it may be supposed that fo depends only on the shape, 
magnitude and surface of the crystal and is not varying with the wavelength. 
Naturally this is only an assumption, since fy depends on the refractive index 
and consequently on the wavelength. The small size of the particles (10—40 
micron) permits this approximation. The effect of the refractive index is reduced 
by using oil immersion. The assumptions using the empirical model are more 
moderate than those using the plane-parallel or spherical crystal models. 

In the case of absorbed radiation, the intensity I, of radiation traversing 
the crystal and reaching the photocathode is given by 


T= toto Cui, . (6) 


denoting by Io, the background radiation. | is the light path in the crystal. 
1 was taken equal to the diameter in the case of nearly spherical crystals. 
The above assumptions are valid if only light rays traversing the crystal 
are reaching the photocathode, and no radiation gets to it which has gone round 
the crystal. Such disturbing effect may be caused by stray light, diffraction 
slight divergence of the incident radiation, etc. To clarify the question, perfectly 
opaque particles (nickel, graphite powder) of 5—40 micron diameter were settlec 
_ onthe slide. The attenuation of the radiation was examined for different particl 
sizes and wavelengths (3650, 4358, and 5770 A). It was found that the attenuatiot 
did not vary with the wavelength and practically not with the particle size 
Its value was 89—91%. Consequently, nearly 10°% of the incident radiatio1 


goes round the particle and reaches the photocathode. For the non-absorbec 
radiation the measured intensity is 


I=0,11, cit BE (7 


f being the real shape-factor of the crystal. 
For the absorbed radiation we have 


Th=0,1 Ion + Toa f (2 


oso 
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yhence 
i 


e—Hl 


I 
A 0.1 (9) 


4This formula was used for evaluating the experimental data. It is much simpler 
han any expression derived by the statistical methods. 


Table I 
1 fo | fo jem jem fem. 
micron 5770 | 5460 | 3650 | 4060 | 4368 A 
13,5 131 Se heeetsl7 627 137 107 
13,5 1,55 | 1,58 583 334 178 
14,9 1,19 1,28, |. 678 235 114. 
14,9 1,32 1,44 277 124 124. 
14,9 0,97 0,94 624. 218 168 
15,6 1,33 1,27 640 250 157 
15,6 1,17 1,09 782 286M cane 308 
16,9 0,885 0,885 438 93 71 
16,9 0,72 0,735 418 178 17 
17,6 1,64 1,88 165 262 131 
18,2 0,815 0,79 335 256 49 
20,3 1,56 1,78 582 221 160 
20,3 1,41 1,68 313 191 40 
21,6 2,11 2,41 540 192 88 
21,6 0,483 0,50 304 172 40 
22,3 1,3 1,12 502 238 73 
23,6 0,548 0,585 242 89 54 
23,6 1,39 ar3 402 191 144 
25 0,94 1 496 214 69 
27 1,96 1,78 395 158 121 
30,4 0,84 0,77 291 95 84 
33,8 0,736 0,743 328 58 43 
= 478 “195 10s y: 
i ! 292 84 45 


Table I shows the experimental results for a 90 ZnS-10 CdS-Cu luminescent 
_powder. The Table contains the values of f determined with the 5460 and 5770 A 
mercury lines. Practically they are the same. It may be seen from Table I that 
evaluating the experimental data by basing oneself on the empirical model, the 
values of absorption coefficients have the same magnitude. ju is the average 


a 
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value of the different p-s. The differences of the individual “ values may be } 
caused by several factors. These are : 1. the uncertainty of the determination 
of I (the vertical light path / was determined by horizontal observation, by means 
of the ocular micrometer.) 2. The shape factor too may cause errors. 3. Also 
interference effects [24] are possible which were neglected when determining f. 
4. The absorption of single microcrystals may differ too, though very homo- 
geneous microcrystalline powders were examined. 5 The most important factor 
is the real light path in the single microcrystals. Antonoy-Romanovsky [8] dis- 
tinguished the perfectly regular and irregular-shaped crystals. The light passes 
through a perfectly regular crystal (e. g. a sphere or a cube) without internal 
total reflections, while the rays are repeatedly totally reflected while traver- 
sing an irregular shaped crystal. The effect of internal reflections occurs only 
in the case of absorbed radiation. ) 

The true value of the absorption coefficient is not the average / but the_ 
minimum value of the single “4-8, f/m. It may be assumed that the minimum values | 
are the values found when the radiation traverses the crystal only once. This) 
corresponds to the perfectly regular-shaped crystals. To eliminate possible errors | 
in the determination of the minimum values from measurements of a flat crystal, | 
several crystals were taken into account (they are underlined in Table I). The 
true value of the absorption coefficient cannot be determined by any statisti-_ 
cal method because of the Jengthening of the light path caused by internal 
reflections. 


2. The checking of the method 


The microscope photometer and the method for evaluation were experi- 
mentally checked by measurements of large single crystals and microcrystals. | 
Large ZnS crystals were not suitable for this purpose because the conditions 
of their preparation differ considerably from those of microcrystals. Grounded | 
glass [5, 7, 9] was not practical, since the shape: of the glass particles differs 
strongly from that of real microcrystals. Glass powder has nearly plane-parallel 
particles. K,Cr.0, was chosen as a suitable material. 

200—370 micron thick and 2—4 mm large plates were cut out of large. 
single crystals and polished. The absorption was determined by the attenuation 
of the light intensity. :-The samples transmitted the 5770 A radiation without 
observable attenuation. The absorption of K,Cr,0, for 3650 and 4358 A being 
very strong, the 5460 A mercury line was examined. The absorption coefficient 
was determined on 4 crystal samples and several measurements on the aren | 
large crystals were carried out. The value of the absorption coefficient varied 


between 93—113/em. (The deviations are due to local imperfections in the 
crystals.) The average value was 


Us460 = 103/em . 
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K,Cr,O,; real microcrystals were examined with the microscope photometer 
und the experimental data were evaluated by the empirical model. The results 
are represented in Table II, they are similar to those of Table I. The minimum 
Values of u are underlined. The mean value of the minima is 
| 


: Um = 104.- 8/em. 


[his result is in excellent agreement with the value determined on large single 
srystals. 


Table I 
tH fo Ls54g0/e™ 
10 0,156 1040 
10 | 0,64 285 
10,4 0,23 625 
10,4 0,27 197 
11,2 0,39 390 
11,2 0,31 250 
11,2 0,58 321 
12 0,52 583 
12 0,71 108 
14 0,44 307 
14 0,34 197 
14 0,94 103 
14,4 0,21 368 
16 0,86 97 
16 0,62 157 
16 0,33 11 
18 0,61 186 
18 0,21 316 
18 0,64 162 
bb 306 
Lm 104,8 


3. The absorption coefficient of some ZnS-type materials 


Many authors have dealt with the absorption of ZnS-type luminescent 
materials, but they have only determined the diffuse reflection spectra of 
luminescent powders [17, 18, 19, 20, 21, 22]. The reflection spectra of diffuse 
powders furnish only a rough estimation of the absorption. No reliable values 
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of the absorption coefficient of ZnS-type materials determined by diffuse reflee-+ 
tion measurements have been published in the literature. Recently Brun-| 
BERG and PeKERMAN [4] determined the absorption coefficient of ZnS-Cu by a 
microscopic method. Prrer [14], Czyzak, REYNOLDS [15, 23], Haun [16] and 
co-workers examined the absorption of large single crystals and evaporated, 
films. The properties of ZnS-type luminescent materials are strongly affected| 
by the conditions of preparation, thus the absorption measurements of large 
single crystals or evaporated films are not quite equivalent to those of micro- 
crystals. 

The ZnS and ZnCdS microcrystals examined in our laboratory were pre-> 
pared by I. Hancos and K. Téru. The specimens were fired in covered silica. 
crucibles. The conditions of preparation of the luminescent powders are represen-) 


ted in Table III. 


Table III 
i k Firin Firin Applied ; 
Material Activator eases regs fe santa 
1. hex. ZnS-Ag 2x 10-4 g/g Ag 1160°C | 1 hour | 4% NaCl 
2. hex. ZnS — 1160 °C Ibos Ke AO 
3. cub. ZnS-Ag 2x 10~4 g/g Ag | 960 °C Ts CAO 
4. hex. ZnS-Cu 2 xX 1074 g/g Cu 1160 °C t< A% =« 
5. 90ZnS-10CdS-Cu 6 x 1074 g/g Cu 1180) SC -isis Dee 4% NaCl+1% NH,CI | 
6. 50ZnS-50CdS-Ag 10~4 g/g Ag 960 °C Le 4% NaCl 
\ | | 


Three samples of hex. ZnS-Ag were prepared. Sample No. 3 and the hex. 
ZnS were prepared rigorously under the same conditions, in order to study’ 
the effect of the Ag activator.TableIV contains the results of the measurements.. 
The values of the absorption coefficients “ are in em’. 


Table IV 
ea a i FD Peer este ce BYP Ee Tes ae 
365 | 
Material by ne : wi ~ ae 
“ Mm “ ‘Hm Hw | Bm 
Hex. ZnS-Ag Sample No. 1 372 120 
« « « No. 2 538 148 
« « « No. 3 397 124 
Hex. ZnS 340 Dilge 
Cub. ZnS-Ag 364 139 
- Hex. ZnS-Cu 423 220 144 ids, 64,5 13 
Hex. 90ZnS-10CdS-Cu 453 292 189 78 107 43 
50ZnS-50CdS-Ag 843 636 740 555 131 80 
= as 7 
sw { 
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It may be seen from Table IV that only slight differences have been found 

h the “Wm values of the 3650 A absorption coefficient for the three different 
mmples of hex. ZnS-Ag. The differences are larger for the “ values, “ being 
trongly dependent on the individual crystals examined. The variations of the 
fe oretion coefficients with wavelength were examined for some samples. For 


pns-Ag the absorption is slight at 4060 and 4350 A, thus its determination 
& uncertain. The absorption is increasing with decreasing wavelength. The Cu 
- 
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Fig. 5. Light emission of microcrystals, plotted against the particle size 


ctivator causes a stronger absorption than the Ag. Replacing in the crystal 
attice Zn atoms by Cd atoms, the absorption is increasing. These results are in 
greement with the diffuse reflectance measurements. The value of the 3650 A 
bsorption coefficient of ZnS-Cu is in good agreement with the value found 
by BrumBerc and PEKERMAN. The absorption coefficients of calcium phosphates 
nd willemites determined by Bono [5, 25] have the same order of magnitude 


as those of ZnS-type materials. 


III. The emission of single luminescent microcrystals — 


Bov6 [5] investigated the surface brightness of calcium halophosphate 
microcrystals, using a visual compensating method. Plotting the average bright- 
ness of the crystals against the particle size, he found the same curve as that for 
the dependence of absorption on the crystal diameter. Thus a relation was 
found between the absorption and brightness of microcrystals. In a study 
undertaken on similar lines on ZnS-type microcrystals the microscope photo- 


“ 
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meter was used. The light emission of single microcrystals was examined. The 
luminescent powder consisted of nearly spherical crystals of approximately 
5-40 micron. Particles deviating strongly from the spherical shape were ex- 
cluded from the examination. 

Fig. 5 shows the experimental results for a 90ZnS-10CdS-Cu lumines- 
cent powder ; the photocurrent of the multiplier phototube is plotted against 
the particle size. The results of the single observations (crystals) represented 
by points on the diagram are not lying on a single curve but scattered over an 
area limited by two limiting curves. Similar results were found for ZnS-Cu 
50ZnS-50CdS-Ag and ZnS-Ag. The lower limiting curve may be described by a 
function : 


I; =k? (1—e-”), (10) 


denoting by I, the photocurrent of the phototube, and by lthe particle diameter. 


k and aare suitable constant parameters. Similarly the upper limiting curve is a | 


parabola : 
I,=Hkl? . (11) 


The parameter k has the same value as in formula (10). 
The effects may be explained as follows : Let us suppose that the crystals 


have approximately spherical shapes. Assuming that the incidence of radiation 
is the same with different individual crystals, the absorbed energy is propor- | 
tional to the surface (J?) of the crystals. In the case of particles of entirely _ 
irregular surfaces, the incident ultraviolet radiation is totally reflected within | 
the crystal several times and cannot escape from it, the radiation being almost _ 
totally absorbed within the crystal. It may be supposed that the emission of | 
single crystals is proportional to the absorbed radiation. The efficiency of 
luminescence may be supposed to be equal for each microcrystal. Conse- 
quently, the light emission of single crystals is proportional to /?. The upper 


limiting curve fulfils the condition for the entirely irregular-shaped crystal[8]. 


Let us suppose that some particles are perfect spheres, i. e. perfectly regu-_ 


lar-shaped crystals, thus the radiation traverses the particles only once. The 
average light path is approximately equal to the crystal diameter. The 


absorption of radiation entering across an elementary surface dF of. the 


crystal may be described by 


I 


I, KdF | e~"* dx = I, KdF (l1—e~" ), (12) 


rina 


denoting by J, the intensity of incident radiation, by u the absorption coeffici- 
ent and by K a constant. K may be calculated by the Fresnel formulas. Its 


value depends on the angle of incidence, therefore it is varying along the sur- 
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ice. Integrating formula (12) over the surface of the crystal, the entire absor- 
sd energy may be calculated. This complicated calculation, however, is 
fnecessary, because supposing similar conditions of illumination for diffe- 
jnt crystals we have . 


. Re KdF = k = constant. (13) 


hus the entire absorbed energy is given by 
ki? (1— ee"). (14) 


In formula (14) the constant k may be calculated from the upper limiting 
hrve of Fig. 5.In the case of perfectly irregular-shaped crystals e “' ~ 0 


scause of the considerable lengthening of the light path. Choosing the para- 
heter of formula (10) a= “,, we get the lower limiting curve of Fig. 5. (um = 292 
as taken from Table I.) The lower limiting curve of Fig. 5 corresponds to the 
erfectly regular-shaped crystals. Putting # = 478 in formula (14), we get the 
lotted line in Fig. 5. This corresponds to the average surface brightness vs. 
larticle size curve of Bopoé [5]. A small fraction of microcrystals examined 
prresponds to the perfectly regular, resp. irregular shape. The majority of 
he experimental points lies between the limiting curves. 

The absorption coefficient of luminescent microcrystals may be deter- 
hined by examining the emission of single microcrystals and evaluating the 
per limiting curve, similarly to Fig. 5. This method can be used for 
550 A, but is not practical for larger wavelengths because ZnS-type mate- 
als are excited by them to a lesser degree and the emission intensity is insuffi- 


ent for photoelectric measurements. 


IV. Determination of the refractive index of microcrystals 


The reflection of crystals is dependent on the refractive index, according 
» the Fresnel formulas, thus the refractive index can be determined from 
flection measurements. Very great difficulties are encountered while deter- 
ining the refractive index of microcrystals, because they are diffuse reflecting. 
he reflectance of powders depends not only on the refractive index, but on 
e particle size and absorption too [5, 6, 7, 8, 9, 26]. The determination 
the refractive index of microcrystals is an old problem of optics, never- 
aeless only four authors have dealt with the problem in connection with 
inescence. DE VorE and Prunp [27] determined the refractive index of 
nS powders of 1 micron particle size in the infrared. Bopoé [5] determi- 
d the refractive index of apatite microcrystals in the ultraviolet with the 
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help of his statistical method and diffuse reflectance measurements. He exa- 
mined the reflectance of the fraction containing the largest particles (40 
micron). Unfortunately Bopo’s method could not be used in practice for ZnS} 
microcrystals, because their particle size is smaller than 40 micron. Recently} 
Scuutz [28] determined the refractive index of plane-parallel CdS microcrystals: 
with an interference microscope. The reflection of microcrystals was exa-} 


mined with the microscope photometer. 


1. Interpretation of the reflection phenomena of microcrystals 


The incident radiation was not parallel but convergent, focussed on the: 
single crystal examined. The reflection could be calculated by the Fresnel 
formulas. It was supposed, that the single crystals had nearly spherical shape. 
The light was focussed on the centre of the sphere. In this case, the crystal 
was acting as a plane-parallel body for each light ray. The radiation incident 
on the surface of the sphere was reflected partly by the upper surface, partly, 
by the bottom surface of the crystal. The latter behaved as a_ spherical 
mirror. Denoting by imax the aperture angle of the microscope and by 1, 
the radiation flux per unit solid angle, the reflected radiation I, is given 
for non-absorbed radiation by . 


2a imax | 
heron i ony dia dee (15% 
lta | 
0 0 : 
Rees A (Lea ties) (15a" 
Ss max Teen 7 
‘n—] \2 ) 

a= . 

aa 


n is the refractive index. Using Bopo’s formula for the absorbed radiation 
we have 7 


Ree cei a(l+ el 9 Genk) (16. 

1 — a2 ee! | 

J is the crystal diameter. | | 
The microscopic examination of ground glass showed that the single 
particles were nearly plane-parallel. The glass slide might be considered a 
infinite medium. The microscope optical system projected only a cireula 
area of 8 micron diameter on the photocathode, the rays reflected from th 
bottom surface of the slide emerged at a larger distance from the optical axi 


~t : ae 
\ 
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g. 6 represents the ray-tracing. Having examined the reflection of the slide, 
ie incident light beam was focussed on the surface of the slide. The reflected 
idiation was calculated from the Fresnel formulas. The incident radiation 
as supposed to be circular-polarized, thus the sum of two integrals furnished 


e reflected radiation. 


Fig. 6. Reflection on the glass slide 


2x t 
max . 
cos 0’ \ 2 


Tt — 
1 COS U 


| cost: sinidid & + 


cost 


Cost 


0 0 (17) 


l : 
gas to = = | cost sinidid 0, 


Jhe meaning of I, is the same as in formula (15), i denotes the angle of inci- 


ence, i’ the angle of refraction. 


sin? 1 
cos i’ = |/ 1— ak 


n 


Carrying out the calculation for n = 1,5 and for strongly absorbed radia- 
ion, it was found 

R,/R, = 1,04. 
was necessary to carry through the above calculation in order to compare 
e reflection of single spherical microcrystals with that of the slide. It was 
yund that the application of the simple formula 


n—1,2 


cones (19) 
n+1 - 


R=a=| 


‘ould cause only a slight error, therefore it was used for the evaluation. 


2 Acta Physica VII/1 
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2. Evaluation of the reflection measurements 


The reflection measurements showed that the phenomena of reflections 
were much more complicated than those of absorption. The reflection of single: 
glass particles hardly differed from each other. Comparing the reflection) 
of the slide and of the glass particles we get 


Pere teh Eo (20) 
l+a, 


denoting by a, resp. a; the reflection coefficient of the glass, resp. of the slide! 
The glass powder particles are reflecting the radiation both from their uppe 
and bottom surfaces, the slide only from one surface. For ag = a, we would 
follow (n = 1,52) « = 1,91. Experimentally « = 1,84—2 was found for 3650 A: 
and 1,77—1,92 for 5770 A. The surface imperfections of the glass particle 
may possibly cause such uncertainties. | 

The results obtained for ZnS-Ag microcrystals were more disadvan- 
tageous. The measurements were carried out at 3650 and 5770 A. Several 
authors [14, 15, 16, 23, 29] determined the refractive index of ZnS for larg 
single crystals or evaporated films. They found approximately n = 2,35 a 
6000 A. At 5770 A the crystals are reflecting from two surfaces similarly t | 


the case of ground glass. Thus the refractive index would become 


2 a, 


l+a, : 


(21, 


Oe 


denoting by a, the reflection coefficient of the crystal. For n, = 2,35 an 
ns = 1,52, it would be x = 5,96. Experimentally = 3,71 (n, = 1,83) and 
Xmax = 8 (n, = 2,8) were found. The situation is worse for 3650 A. Supposing 
that only the upper surface of the crystal is reflecting, and the radiation re- 
flected from the bottom surface is almost entirely absorbed by the lengthene 
‘light path, we would have | 


XA; = Ao» (22° 


when n, = 2,35, x = 3,48. Experimentally, x = 1,7 (n, = 1,8) and x = 
= 3,22 (n, = 2,25) were found from 20 measurements. me | 

, The single microcrystals differ considerably from the assumed simpli! 
fying models. The discrepancies may be explained by surface imperfections 
and by sub-microscopic roughness of the crystals showing diffuse reflectance 
Thus only a small fraction of reflected radiation reaches the photocathode 
The effect is not so pronounced for the non-absorbed radiation, because th 
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bottom surface of the crystal acts as a spherical mirror. As was mentioned, 
ithe irregular reflection of single microcrystals may cause the discrepancies 
‘of the absorption phenomena too. 

; For the refractive index of microcrystals, the microscope photometric 
reflection measurements give only approximate values. But in the case that 
jit is impossible to prepare large single crystals, the method is suitable to esti- 
imate the refractive index. 


APPENDIX 


The approximate theory of the spherical crystal model 


Let us suppose that the single microcrystals are perfect spheres and 
the incident radiation is perfectly parallel. Using the optical system of Fig. 1, 


Fig. 7. Ray-tracing in a spherical crystal 


Fig. 7 shows the ray-tracing in the particle. The processes of the entrance 
and emergence of light may be treated by help of the Fresnel formulas. The 
radiation traversing the crystal is partly absorbed. In the case of an ideal 
spherical crystal internal total reflection never occurs [8]. 


OF 
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Using the notation of Fig. 7 the conditions for a ray to reach the photo- 
cathode are given by 
Pp < Pmax> (1) 


@max = are sin = : (2) 
W <P max, (3) 


denoting by Vmax the aperture angle of the microscope and by | the diameter 
of the sphere. p and Y are dependent on the angle of incidence i and on the 
refractive index n. 


From Fig. 7 follows 


g=2V—-i, (4), 

| 
Y=—i-9g, (5) | 
=n, (6) 
sin Ut / 


@max and Ymax determine the maximum value of imax, the light path within) 
the crystal being 


lcost’. 


The intensity of radiation reaching the photocathode may be calculated-) 
by integrating the Fresnel formulas over the surface of the sphere, taking; 
into account the attenuation of intensity caused by the absorption. According 
to the Fresnel formulas, part of the light is reflected on each surface of the 
crystal. . 

The calculations are carried out using the following assumptions : 

1) The crystals are perfect spheres ; 

2) The incident radiation is perfectly parallel to the axis of the optical 
system ; 

3) The incident light is circular polarized ; 

4) The light, having passed through the crystal, remains circular polarized 3; 

5) The crystal is isotropic ; ; . 

6) The light path within the crystal is equal to its diameter ; 

7) Interference effects in the crystal are negligible ; 

8) Only light rays traversing the crystal but once were taken into account 
The internally reflected radiation traversing the crystal at least three time 
before reaching the photocathode is practically absorbed, because of its pro 


4 a 
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longed light path. Fig. 8 represents the case of non-absorbed radiation. It may 


be seen from the Figure that the internally reflected radiation emerges for 
a polar angle 


@-= 61 —1, (7) 


@ < Pmax- (8) 


Only the rays of very small angle of incidence (i) reach the photocell. They 
are strongly attenuated because of the numerous internal reflections. Thus 
he effect of the internally reflected radiation may be neglected. 

Using the above assumptions, the radiation I; reaching the photocathode 
is given by 4 integrals (because of the polarization effects), based on the Fresnel 
formulas. Denoting by J, the intensity of the incident radiation we get 


2x i 
a pmax Shs se lobe Tr 
sin Lcoste S : 
; = did? + 
dpa Tt? cost’ \2 (1 cost \2 
n-- ; = 
3 cos 1 n cos 
0 0 a 
Qu i 
pe. ernae oles + —pl cos i’ 
sin 1 Coste : 
aie fe : did} + 
cos i’ \2 1 cosi \2 
n+ SAN Oia aoe 
c COs 1 n cost’, 
2a im - ; 
sini cosie—“! si’ (9) 
+ ao —— did} + 
COST i cost )\2 
lin . + 5 
b cost n COSI 
0 0 
2a i 
max 2 . . i 
sin i cos i e—#! 8 1” ; 
4 mG 7 ,didd 
Cost cost , 
lan 1+ — 
sh cos 1 nm cost 
0 


io . 2 . 
cost’ = ie — aoe f : (10) 
n 


In consequence of assumption (6) 
eal Cosi” -y eu! P (11) 


2 


thus: Me ; 
if Ip = 1, Pe" G()). 7 (12) 


GD) is a function depending on / and n. 
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The integrals were calculated for some values of n and. tmaxs q 
The calculations are interesting for n= 1,5 (the refractive index of 
ZnS-Ag, embedded in vaseline oil) at the 5770 A wavelength. For the non- 
absorbed radiation, “ <2 0, hence G(/) can be calculated. The shape factor is 


_ PEW 


pe (13) | 


4 


4 


1, 4,52 
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As was supposed, the light path turns out to be 
l=Icost’; 

hstead of J the average light path | might be used 

2% Umax 

Bcosisini cosi’ did? 
0 0 

Qn imax 2 

| | Pcosisinidiadd 


0 0 


1 = 0,891, for | = 25 micron, 


l (14) 


1=0,981, for | = 35 micron. 


The differences may be neglected. Greater uncertainties can originate 
rom measuring the particle size. Thus in accordance with the literature | was 
aken equal to I. 
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HEKOTOPbIE OMTMUECKHE CBOACTBA MMUKPOMOHOKPHCTAJIJIOB 
Jip. Tepreit 
Pe3wme 


ABTOpoM Obi] TOCcTpoeH borosmeKTpHyecKHit MuKpOcKON —- doToMeTp ANA u3y4eHH 
MOFNOWeHHA, HSTYYeHUA M OTParKeHHA HEKOTOPbIX MHKPOKPHCTAITIOB. @MotTometp cocTou 
u3 MuKpocKona Leica, PTyTHOM JIaMIIbI H (OTO-3JIEKTPOHHO-y MHOKUTEIA. ) 

Bama uccielopaHa CBeTONPOHMUaeMOCTb HEKOTOPHIX MHKpOKpucTaoB. Ip odcy+ 
*KCHHH pe3yIbTaTOB U3MepeHHA He YMaslOCb MOTYYHTb HaeoKHbIX 3HayeHHH ANIA KOI 
Q@uyMeHtTa NMOrOWeHHA, HH Ha OCHOBE TiaHMapasWieIbHOU, HH Ha cibepuyecKOH MOAeIM KPH 
cnamia. OIMMMpHyecKan MOAeIb, UCMOMb3SywMlat HEMOMIOMeHHbIe yd, Mata BOSMO>KHOCT 
aca ai KoIbuUMeHT MOrIOWeHHA WIA yIbTpapuoseTowol JIMHHM C AJIMHOM BOJIHb: 
Onpefensanuch Koop PuUHeHTb! NOTIOWIEHHA HEKOTOPbIX BeMeCcTB THA ZnS. Kosh: 
Cee ena ae TJIMHbI one 3650 A oKasamucb cueqywuumn: ZnS-A 
BYPTUMT ; ZnS-Ag (chanepnt) 139; ZnS-Cu T : 

90 ZnS-10 CdS-Cu 292 ; 5 70850 cds Ag 636/cM. MLE a eg ee manne a | 

Cperou3yyeHHe MHKPOKPHcTaIIOB BOspacTaeT c KBaApaTOM MuameTpa. OHO 3aBucH 
OT ONTHYecKOrO NyTH, MpOwAeHHOrO B KpucTamax yubTpaduoneToBEiMu MyyamMu. MorKHC 
onpenenutTh KoIp@uyMeHT yAbTpauoeTOBOrO NOrsOUeHHA M3 3aBHCHMOCTH H3TyYeHHA ov 
BeJIMUMHEI KPHCTAJIJIOB. 

TlokasaTenb MpesioMieHHA MHKPOKpHcTa | 
Ripe saubaion BE beronon. POKPHcTaIIOB onpesenAeTcA pH HOMOUN HSMepeHH 


UBER DIE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORETISCHE 
\EHANDLUNG DER ANODENSTROMSCHWANKUNGEN 
VON ELEKTRONENROHREN 


; Von 
{ 
| L. TaKkAcs 
if 


FORSCHUNGSINSTITUT FUR MATHEMATIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, 
BUDAPEST 


(Vorgelegt von A. Rényi. — Eingegangen: 6. III. 1956) 


Bei der Untersuchung der Anodenstromschwankungen von Elektronenréhren spielen 
sn allgemeinen zwei Probleme eine wesentliche Rolle. Erstens: Durch welches Gesetz wird 
jer momentane Wert des Anodenstromes bestimmt ? Und zweitens : Mit welchen Amplituden 


#Leistungsspektrum« hat der Strom? Die erste Lésung der aufgeworfenen Probleme wurde 
Jon W. Scuorrky [14] in 1918 gegeben. In unserer Abhandlung werden die Verallgemeinerung 


tearbeitet hat. 


§ 1. Uber W. Schottky’s Untersuchungen 


W. Scnorrsy [14] hat entdeckt, dass der Anodenstrom bei Elektronen- 
béhren eine stetige Schwankung aufweist. Bekanntlich treten die Elektronen 
hus der Kathode der Elektronenréhren in diskreten Zeitpunkten aus, und 
edes Elektron tragt eine endliche Ladung von ¢— 1,6 - 10-19 Coulomb 
nit sich. W. Scnorrky benutzte die klassische Definition des Stromes, nach 
elcher der entstehende Strom gleich der wihrend der Zeiteinheit von der 
Kathode fortgehenden Ladung ist. Die Zahl der wahrend der Zeiteinheit 
hus der Kathode austretenden Elektronen zeigt aber eine zufallige Schwankung, 
1. h. sie ist eine Zufallsveranderliche, und darin ist auch die Schwankung des 
Anodenstromes begriindet. W. SCHOTTKY nahm in seinen Uberlegungen an, 
Jass die Anzahl der aus der Kathode wihrend eines gegebenen Zeitinter- 
valls austretenden Elektronen, die mit der Zufallsverinderlichen €; bezeichnet 
lwerden soll, der Poissonschen Verteilung folgt, d. h. dass die Wahrscheinlich- 
keit, dass wahrend des Zeitintervalls t n Elektronen austreten, 


P(ganjoe OP 3 (1) 


st, wobei A die erwartete Zahl der wahrend der Zeiteinheit austretenden 


Elektronen bedeutet. 
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Im Zusammenhang mit der Untersuchung der Schwankungen des Anoden| 
stroms behandelte W. ScnorrKy drei Probleme, fiir welche er — sich auf dai 
oben beschriebene Modell stiitzend — die unten im einzelnen beschriebeney 
Lésungen gewann. Die folgenden Resultate setzen die Annahme voraus, das} 
alle aus der Kathode austretenden Elektronen die Anode erreichen. 

A) Die Schwankung des momentanen Anodenstromes. Nach der klassij 
schen Definition des Stromes kénnen wir sagen, dass, wenn & Elektroner 
wihrend der Zeiteinheit aus der Kathode austreten, der entstehende Strom 


i = e€ ist. Sein Erwartungswert ist 
E{i}=eA, 


da namlich nach der Annahme (1) P {§ = n} = e* A"/n!. Wenn die Bezeic 
nung Efi} = I fiir den mittleren Strom eingefiihrt wird, so ergibt sich A = I|' 
als Wert des unbekannten Parameters A. Das Streuungsquadrat des Strome! 
i ist 


D{ij=e2d=el, 


namlich, wie wohlbekannt, stimmen der Mittelwert und das Streuungsquadra: 
der Poisson-Verteilung iiberein. Die positive Quadratwurzel des Streuun 
quadrats ist die Streuung oder quadratische Schwankung : 


D{i}=VJel. ( 


Dieses erste Resultat (A) von W. Scuorrxy driickt aus, dass im Fall) 
eines mittleren Emissionsstromes I die Streaung des Anodenstromes gleic 
eI ist, d.h. sie ist der Quadratwurzel des Anodenstromes proportional. 

B) Die Schwankung des iiber die Zeit T' gemittelten Anodenstromes. Wenn 
der ttber das Zeitintervall T’ gemittelte Anodenstrom durch i; bezeichnet wir 
d.h. ir = e&7/T, wo Er die Anzahl der aus der Kathode wahrend des Zeitinter- 
valls T austretenden Elektronen bedeutet, dann gilt | 


E{ir}=eA=I 


und 


da jetzt P{é, & n} =e 47 (AT)"/n!. Durch dieses zweite Resultat (B) ve 
W. ScHorrxy wird folgende Tatsache ausgedriickt : Je grésser die Mittelungs; 
zeit T’ unseres Messinstrumentes ist, desto kleiner wird die Schwankung de: 


Anodenstromes — und zwar wird sie der Quadratwurzel der Messzeit pro 
portional sein. . ) 
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| C) Das Frequenzspektrum des Anodenstromes. Nach der obenerwahnten 
Affassung besteht der Strom aus Stromimpulsen von momentaner Zeitdauer, 
* von den einzelnen Elektronen herrihren. 

Da jedes Elektron eine endliche Ladung mit sich tragt und das Zeit- 
jtegral der einzelnen Stromimpulse die Ladung « liefern soll, so miissen die 
fnplituden der Stromimpulse nach dieser Auffassung unendlich gross sein. 
Holgedessen wird die Grésse des Stromes in solchen Zeitpunkten, in welchen 
hy, Elektron die Kathode verlisst, unendlich ; danach wird der Strom aber 
ull bis zum Zeitpunkte des Austritts des folgenden Elektrons. Auf Grund 
eses Modells bestimmte W. ScnotrKy die spektrale Verteilung der Anoden- 
romschwankung. Sein Resultat war, dass die dem Frequenzintervall dy 


itsprechende Leistung 


2eT Av (C) 


t, unabhangig davon, wo dieses Intervall (v, y + Av) sich befindet. Das ist 
fs sog. weisse Spektrum. 

| Den obigen Resultaten von W. ScuorrKy méchten wir einige Bemerkun- 
n hinzufiigen. Das Resultat (A) ist jener Spezialfall von (B), bei welchem T 
n der Grésse der Einheit gewahlt wird. (A) sollte also nicht gesondert behan- 
It werden. Gegen das Resultat (B) kann man den Einwand erheben, dass, 
enn T nach Null strebt, die Streuung D{ir;} des Stromes unbegrenzt wachst ; 
as stimmt aber mit den Erfahrungstatsachen nicht iberein. Endlich folgt 
s dem Resultat (C) die Behauptung, dass die Leistung im Falle dy + °° 
endlich wird; das ist aber ein Absurdum. Fir kleine Werte der Frequenz 
< 108 Hz) liefert (C) jedoch ein Resultat, welches mit der Erfahrung gut 


ereinstimmt. 


§ 2. Das Mcdell, durch welches die Erscheinung beschrieben wird 


Im folgenden werden die durch die Formeln (A), (B) und (C) ausgedriick- 
on Resultate von W. Scuorrxy verallgemeinert. Diese Verallgemeinerung 
ird dadurch gewonnen, dass einerseits die exaktere Definition des Stromes 
lugrunde gelegt, andererseits die Erscheinung gemiss einem modernen Abschnitt 
er Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Theorie der stochastischen Prozesse, 
tehandelt wird. 

Der Einfachkeit halber beschranken wir uns auf Elektronenréhren mit 
ei Elektroden, d. h. auf sog. Dioden. Alle unsere Uberlegungen sind aber 
such fiir Mehrelektrodenréhren giiltig. 

1. Bestimmung des zeitlichen Verlaufes der durch die einzelnen Elektronen 
hervorgerufenen Stromimpulse. Vom Standpunkte der Maxwellschen Gleichung en 
lus erhalt man das Resultat, dass im Stromkreise der Elektronenréhre das 
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Elektron wiahrend seines Fortschreitens stetig einen Strom influiert. Dé 
momentane Wert i(t) dieses Stromes wird aus der folgenden Energiegleichur 


erhalten : 


e Eds = Ui(t) dt 


wobei U die Spannung zwischen Kathode und Anode, E die Feldstarke an dé 
Stelle des Elektrons und ds die Verriickung des Elektrons wahrend der Zeit | 
bedeutet (Fig. 1). Auf der linken Seite der obigen Gleichung kommt jene Arbeij 


die das Elektron wahrend einer Verriickung ds gewinnt, vor. Auf der recht 


i(t) 


Pigsel | 
Seite figuriert aber die im dusseren Stromkreise wahrend der Zeit dt geleiste 
Arbeit. Die Gleichheit beider Seiten folgt aus dem Prinzip der Erhaltung di 
Energie. Wenn die momentane Geschwindigkeit des Elektrons durch v0 = ds/' 
bezeichnet wird, so wird nach dem oben Gesagten 


i(t) =— Eo 


Uns interessiert aber der zeitliche Verlauf des durch ein Elektron influiert 
Stromes in einem gegebenen Falle. Er kann durch die Poissonsche Gleichu | 
und durch die Bewegungsgleichung der Elektronen bestimmt werden. Di 
Anfangsbedingungen sollen natiirlich vorgeschrieben werden; es sind d: 
Elektrodenanordnung der Elektronenréhren, die (konstante oder zeitlich wecl 
selnde) Anodenspannung, die Geschwindigkeit der aus der Kathode austreten 
den Elektronen (es wird angenommen, dass die Elektronen die Kathodenobe: 
flache in der Normalenrichtung verlassen) und weiter der Mittelwert des a 
der Kathode austretenden Emissionsstromes (welcher konstant oder al 
derlich sein kann). 

Mit Hilfe der oben erwahnten Formeln kann man den zeitlichen Ve 
lauf der Intensitat eines solchen influierten Stromes bestimmen. Bezeichr 


t= f(t, t’, v9) 
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} Zeitpunkte t die Intensitat des Stromes, welcher durch ein Elektron, 
» im Zeitpunkte ¢ mit einer Anfangsgeschwindigkeit vy aus der Kathode 
faustritt, influiert wird. Ist die Anodenspannung U konstant (hangt sie von 
Zeit t nicht ab), so wird die obige Stromintensitat nur von der Zeitdifferenz 


i= t—?’, der sog. Laufzeit, abhingen; in diesem Falle sei 


i=f(u,%) . 


Nimmt man z. B. an, dass die Elektronen mit einer Anfangsgeschwindig- 
t v = 0 aus der Kathode austreten und sieht man von der Raumladung 
(d. h. macht man die Annahme E = konst.), so wird der zeitliche Verlauf 
; influierten Stromes im Falle einer Diode, die aus einer ebenen Anode und 
er dazu parallelen, ebenen Kathode besteht, deren gegenseitige Entfernung 
ist, durch 


Rh wenn 0<u<T, 
. T 
a 0 
(2) 
0 sonst 
eben, wobei 
pam 2 a 
2 2eU 
m 


> Flugzeit des Elektrons von Kathode zu Anode, U die Anodenspannung 


d m die Elektronenmasse ist (Fig. 2). 
Betrachtet man das obige Beispiel mit der Modifikation, dass die Raum- 


ung nicht vernachlassigt und bei der Kathode E = 0 angenommen wird 


angmuirsches Réhrenmodell), so erhalt man 


af us, wenn 0O<u<ty, 
eelet (3) 
0 sonst 
bei nun 
ge 3d 


22U 
So 


e Flugzeit des Elektrons von Kathode zu Anode ist (Fig. 3). 
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In den obigen Beispielen wurde iiberall vy = 0 angenommen, Im allge 


meinen ist aber vp eine Zufallsverainderliche. 


t’ pte Te 
Fig. 2 


2. Die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen, die aus der Kathoa 
austreten. Nach der klassischen Statistik sind die Anfangsgeschwindigkeite} 
der aus der Kathode austretenden Elektronen voneinander unabhangige Zufall¢ 


Fig. 3 


veranderliche, und zwar gilt fiir jedes einzelne die Maxwellsche Vertclual 
d. h. die Wahrscheinlichkeit, dass vy < v, ist gleich 


mv 


H(v)=1—e *T 


3 


wenn v = 0, und gleich A(v) = 0, wenn v < 0. Hier ist k = 138-107 sees erglera. 
die Boltzmannsche Konstante und T die absolute Temperatur. 

Wie man sieht, hingt die Geschwindigkeitsverteilung der aus der Kathodl 
austretenden Elektronen nur von T, der Temperatur der Kathode, ab. Ist 4 
wahrend der Untersuchungszeit konstant, so bleibt auch die Geschwindigkeit 
verteilung unverandert ; sonst verandert sie sich zeitlich entsprechend : 
zeitlichen Veranderung von T. 

3. Die Zeitpunkte der Austritte der Elektronen aus der Kathode. Man | 
annehmen, dass die Zeitpunkte der Austritte der Elektronen aus der Katho 
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Swartungswert der Anzahl der wahrend des Zeitintervalls (0, t) austretenden 
tektronen A(t) ist, wobei A(t) eine stetige, nichtabnehmende Funktion von t 
d A(0) = 0 ist, so wird die Wahrscheinlichkeit, dass genau n Elektronen 
jihrend des Zeitintervalls (0, t) aus der Kathode austreten, 


pee ee UA (ee Oe Leni) (4) 


n! 


Den allgemeinsten Fall eines Poissonschen Prozesses erhalt man unter 
r Annahme, dass die Anzahlen der in disjunkten Zeitintervallen austreten- 
‘in Elektronen unabhangige Zufallsveranderliche sind und dass die Elektronen 
+t der Wahrscheinlichkeit 1 einzeln aus der Kathode austreten. Diese allge- 
sine Behandlung des Poissonschen Prozesses wurde von C. RyLL-NARDZEWSKI 
3] gegeben. 

Im einfachsten Falle wird angenommen, dass die Zeitpunkte der Austritte 
r Elektronen aus der Kathode einen homogenen Prozess bilden. Darunter 
_der Fall A(t) = At zu verstehen. Fiir diesen Fall wird die Wahrscheinlichkeit, 
ss die Anzahl der Elektronen, die waihrend eines beliebigen Zeitintervalls von 


inge t austreten, genau n ist, gleich 


P{é = Peg A 
n! 


bei die positive Konstante 4 die erwartete Zah\ der aus der Kathode wahrend 
lr Zeiteinheit austretenden Elektronen bedeutet. Um den oben beschriebenen 
yissonschen Prozess zu erhalten, macht man 6fters die folgenden anschaulichen 
fonahmen : 

| 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron wahrend des Zeitintervalls 
}¢-+ At) aus der Kathode austritt, ist AAt + o(At). 

2. Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als ein Elektron wahrend des Inter- 

alls (t,¢-+ At) aus der Kathode austritt, ist o(At). 
3. Die Anzahlen der in disjunkten Zeitintervallen austretenden Elektronen 
ad voneinander unabhangig. . 
| Diese Annahmen stammen von A. J. KHINTCHINE [7]. Man erhalt zwar 
e Poissonsche Verteilung auch unter geringeren Voraussetzungen (siehe z. B. 
|. Marczewsx1 [10], K. Fiorex, E. Marczewski und C. Ryii-NARDZEWSKI 
}]), doch findet die vorgenannte Definition wegen ihres anschaulichen Inhaltes 
iufig Anwendung. 

4. Das Modell, durch das der Anodenstrom beschrieben wird. Nach der 
ziierung der Einzelheiten des verwandten Modells wenden wir uns zur 
estimmung des Anodenstromes. Es wird angenommen, dass der untersuchte 
lozess schon seit unendlich langer Zeit im Gang ist, d. h. dass man es mit 
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einem stationaren Fall zu tun hat. Das bedeutet praktisch, dass die Erschei~ 
nung seit langerer Zeit als die Flugzeit der Elektronen untersucht wird, 
Aus der Linearitat der Maxwellschen Gleichungen folgt, dass der Anoden- 
strom eine lineare Superposition der durch die einzelnen Elektronen influierten 
Stromimpulse ist. Wenn also die Zeitpunkte der Austritte der Elektronem 
durch die Folge {t,} bezeichnet werden und v, die Anfangsgeschwindigkei 
des im Zeitpunkte t austretenden Elektrons ist, so wird die Grésse des im 
Zeitpunkte ¢ hervorgerufenen Anodenstromes 


Th = XS (tte %) - (5) 
{tk | 


Es sei bemerkt, dass die Summation nur auf solche Werte t, auszudehne : 
ist, fiir die die entsprechenden Elektronen sich im Zeitpunkte t im Inneren 
der Roéhre befinden (Fig. 4). | 

Hier bedeuten die Zeitpunkte {t,} und die Geschwindigkeiten {v;} Fol! 
gen von Zufallsverinderlichen ; daher bedeutet auch n; in jedem Zeitpunkte | 
eine Zufallsveranderliche, d. h. 7; beschreibt einen stochastischen Prozes 
Jetzt bedeutet die Folge {t,} die Auftrittspunkte der Ereignisse eines (im all 
‘gemeinen inhomogenen oder im Spezialfall homogenen) Poissonschen Prozesse : 
und die {v,} sind voneinander und auch von den {t,} unabhangige Zufalls’ 
veranderliche mit derselben Verteilungsfunktion P{v, = vy = LY), 


§ 3. Einige Resultate beziiglich des Prozesses 1; | 

| 

Durch die Zufallsveranderliche 7; wird die Grisse des Anodenstrom 
im Zeitpunkte t bezeichnet. Fiir die Herleitung der nachfolgenden Resultat; 
wird nicht nur der Kinfachkeit halber, sondern auch wegen der Wichtigkei 
dieses Falles angenommen, dass der zugrunde gelegte Poissonsche Proze 
mit einer Ereignisdichte A zeitlich homogen ist, ferner dass die Anodenspannun 


— ~ 
~ —_ 
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(-r Elektronenréhre konstant ist, d. h. dass der zeitliche Verlauf der Intensitat 
‘mes durch ein Elektron influierten Stromimpulses durch eine Funktion i = f(u, v) 
@schrieben wird, wobei u die Flugzeit des Elektrons und v seine Anfangs- 
eschwindigkeit bedeutet. 
Im weiteren werden als eine Verallgemeinerung der Resultate (A), (B) 
od (C) von W. Scuorrxy folgende Merkmale berechnet: Die Streuung der 
omentanwerte des Anodenstroms, dessen Verteilung (bzw. dessen charakteris- 
sche Funktion), die Streuung des iiber die Zeit T gemittelten Stromes und 
#hliesslich die Korrelationsfunktion und spektrale Zerlegung des Stromes 1}. 
A. Die Schwankung des momentanen Stromes. Nach der Formel (A) von 
7, ScHoTtxy ist die Streuung des Stromes |/¢ J .Wir bestimmen nun die genaue 
résse der Schwankung, die Streuung D{y;} des Stromes. Der Erwartungs- 


ert der Stromintensitat 7; ist 


fo} 


E{ni}=4| [fed H()| Ge (6) 


0 


Wird der durchschnittliche Strom durch E {7;} = I bezeichnet, so kann 
1an daraus den Wert des unbekannten Parameters bestimmen und zwar 
ird A = I/e. Das Streuungsquadrat des Stromes ist 


Defy }=A { Mac v))2dH (v)| dt. (7) 


Im weiteren wird dafir die Bezeichnung D? {y;} = o? angewandt werden. 
ie positive Quadratwurzel derselben ist die Streuung: D {y;} =o, das Mass 
er Schwankung. In Formel (7) ist A = I/e, und der Wert von f(t, v) ist mit e 
roportional ; folglich erhalt man, dass D {n;} proportional Vel ist und dass 
her Proportionalitatsfaktor von den speziellen Merkmalen der untersuchten 
iektronenrohre abhanet. 

Ahnlich wie oben kénnen auch die héheren Momente des Stromes nt 
estimmt werden. Die Verteilungsfunktion P {ni xe six) kann mit 
ilfe der charakteristischen Funktion 

on —A\ [1—-9(u,o)]du 
| @ (w) = | eid F(x) =e J (8) 


foo] 


rtwoy= feemename). 6 


0 


{3 Acta Physica VII/1. 
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B. Die Schwankung des iiber die Zeit T gemittelten Anodenstromes. Nach 
Formel (B) von W. ScHorrky ist die Streuung des iiber die Zeit T gemittelten : 


tere Dcr genaue Wert derselben ist die positive Quadrat- 
‘i q 


wurzel des Ausdrucks 


Anodenstromes 


Deeds T 


T. 

a a aT 9 2 af 
[rial = I R(u — v) dudv = = | (T—)RG)ar, (10) 
0 0 0 0 


0 


wobei R(t) die Korrelationsfunktion des Prozesses 7, ist. Der Wert der- 


selben ist 


R(t) = AEA taste ass f { [rene ren ax] (11) 


| 
| 
| 


R(t) ist eine gerade Funktion von T. Aus dem Ausdrucke (10) folgt, dass die 
Streuung des iiber die Zeit T gemittelten Anodenstromes Ve I proportional ist; 
der Proportionalitatsfaktor ist aber nicht 1/ /T , sondern eine Funktion, welche | 
auch bei T = 0 einen endlichen Wert annimmt. Die Verteilung des iiber die) 
Zeit T gemittelten Stromes kann prinzipiell angegeben werden ; sie erfordert | 
aber die Anwendung von sehr verwickelten Formeln. | 

C. Das Frequenzspektrum des Anodenstromes. Nach der Formel (C) von 
W. Scuorrky ist die Leistung, die auf das Frequenzband (y, » + Ay) fallt, 
2eIAv. Wird das Frequenzspektrum des Stromes 1; durch die Funktion G (»),, 
welche die auf das Frequenzband (0,7) fallende Leistung liefert, beschrieben, | 
so ist G(0) = I?, und G(v) ist fiir die Werte 0 < » < oo eine differenzierbare 


Funktion, und man hat 


| 
| 
| 
| 
} 


G’ (v) = 822A || A (27,0) 2d H (0), (12). 


wobei 


A(o, v) = 5: \re. yy tds (13) 


Die physikalische Interpretation der spektralen Verteilungsfunktion G(v)_ 
ist die folgende: Wird der Strom 7; durch den Einheitswiderstand geleitet, 
so wird die abgegebene durchschnittliche Leistung 
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d die Verteilung dieser Leistung auf die verschiedenen Frequenzbereiche 
Ird durch G(v), welches die in dem Frequenzbereich (0, ») abgegebene durch- 
oC Leistung angibt, geliefert. 

In Verbindung mit der Schwankung des Anodenstromes (mit dem sog. 
throteffekt) behandelt die Fachliteratur hauptsiachlich die spektrale Verteilung 
(ss Stromes. Der Hauptteil der entsprechenden Resultate lasst die Theorie 
ar stochastischen Prozesse ausser acht ; anstatt dessen werden die Resultate 
m anderen Prinzipien ausgehend abgeleitet. Von den Arbeiten solcher Art 
égen diejenigen von W. Scuotrky [14], [15] und E. Spenxe [16] hervorge- 
»ben werden, die von den Prinzipien der quadratischen Superposition und 
»r Inkoherenz ausgehen. S. O. Rice [12] geht zwar in seiner Arbeit tiber Ge- 
fusche von der Theorie der stochastischen Prozesse aus, er behandelt aber 


fe Frage nicht in der Allgemeinheit, die zur Untersuchung der erwahnten 
*scheinungen nétig ware; die Frage der Existenz des stationaren Zustandes 
ird tiberhaupt nicht behandelt. Auch die Behandlung von ahnlichen Fragen 
der mathematischen Literatur weicht’ von der hier dargelegten ab. Wir 
then die hier benétigte Verallgemeinerung in der Arbeit [17] behandelt ; 
bch wurden dort nur gewisse Fragen des Teilchenzahlens geschildert. 

Wir wollen den vorigen noch einige Bemerkung hinfiigen. Bei der Her- 
itung der obigen Resultate wurde angenommen, dass die Elektronenemission 
itlich homogen ist; dies wurde dadurch ausgedriickt, dass die Austritts- 
chte A der Elektronen konstant angenommen wurde. Natiirlich kénnen auch 
robleme solcher Art vorkommen, bei welchen diese Annahme unerfillt 
t; hier muss dann auch A zeitabhangig (z. B. in Form einer Pe oioay wech- 


iden Funktion) angenommen werden. Dann wird A(t) = { A(u) du. Ferner 
0 


ziehen sich die obigen Resultate nur auf das Verhalten der Elektronen- 
Hhren bei Gleichstrom. Wird angenommen, dass die Anodenspannung zeit- 
th wechselt (handelt es sich z. B. um einen Wechselstrom), so hangt die Grésse 
+s influierten Stromes nicht nur von der Flugzeit, sondern auch von dem Zeit- 
lankt des Austrittes ab, d. h. man hat anstatt f(u, vj) die Funktion f(t, t’, v9) 
1 untersuchen. Ferner wird im allgemeinen erlaubt, dass auch die Austritts- 
tschwindigkeit von dem Zeitpunkte des Austrittes abhange (d. h. man arbeitet 
it der Verteilungsfunktion H(t, v) anstatt mit H(v)). Im folgenden soll die 
\bhangigkeit der Funktion H(v) von ¢ erlaubt sein. pase 

In der nachfolgenden mathematischen Behandlung sollen die oben skizzier- — 
n Gesichtspunkte in Betracht gezogen werden und deswegen werden die 
jesultate in allgemeine Form gefasst. 
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§ 4. Einige Siitze, die sich auf die untersuchten stochastischen Prozesse 
beziehen 


1. Allgemeiner Fall. Es sei ein Poissonscher Prozess auf die Zeitpunkte} 
die erwartete Anzahl der wahrend des Zeitintervalls 
urch eine monoton nichtabnehmende stetige} 
— () ist. Es sei angenommen, dass 
dein Signal auslést, dessen 


0<t< co bezogen; 
(0, t) auftretenden Ereignisse sei d 
Funktion A(t) bezeichnet, fiir welche A(0) 
jedes Ereignis im Zeitpunkte seines Auftretens irgen 
Grésse im Zeitpunkte t durch die Funktion f(t, ,%) gegeben wird, wo ¢ der} 
Zeitpunkt des Auftretens des Ereignisses und y ein zufalliger Parameter ist. 
Unter der Annahme, dass diese einzelnen zufalligen Signale sich linear super- 


ponieren, sei der Prozess 


= > fltotrs tn) (14) 


betrachtet, wo die Folge {t,} die Auftrittspunkte der Ereignisse des Poisson-- 
schen Prozesses bedeutet, und die Parameter y, zu den einzelnen Ereignisse , 
gehérende zufallige Parameter sind, von denen angenommen wird, dass sie+ 
yoneinander und auch von den Zeitpunkten t(k =n) unabhangig sind (eine: 
Abhangigkeit von t, kann im allgemeinen erlaubt werden). Es sei P {y; < x} = 
— H(x), wo eine eventuelle Abhangigkeit von t nicht angedeutet wurde. Es; 
sei ferner P {n, << x} = F(t, x). Unsere Aufgabe sei nun die Bestimmung de : 
Verteilungsfunktion F(t, x). | 

Es sei die charakteristische Funktion der Zufallsveranderlichen 1; ein- 
gefiihrt, dass heisst, es sei | 


foe} 


@ (t, w) =E {ei} = | ei d, F (t,x). 


| 
| 
! 
- 
: 
| 


— oo 


| 
Falls O(t, ©) bekannt is, kann die Verteilungsfunktion F(t, x) | 


bestimmt werden (Siehe H. Cramer [1], S. 93). 
Fiir die Bestimmung der P(t, ) sei nun folgender Satz bewiesen : 
Satz. 1. Existiert das Integral 


co 


9 (t,u; o) = | eo“) dH (x) 


—o 


fiir die Werte 0 << u<t fast iiberall, so hat man 


t 


® (t,0) =exp{— | [l—o(t,t—u,0)]dA(u)}. 


0 
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Beweis: Es wird folgender Hilfssatz, welcher in der Arbeit [17] bewiesen 

turde, benutzt : 
. Hilfssatz: Unter der Bedingung, dass genau n Ereignisse im Poissonschen 
trozess wihrend des Zeitintervalls (0, t) auftreten, stimmt die gemeinsame Ver- 
ilung der Zeitpunkte dieser n Ereignisse iiberein mit der Verteilung in dem 
Mntervall (0, t) von n voneinander unabhdngigen zufdlligen Punkten, wobei fiir 
‘eden dieser Punkte die Wahrscheinlichkeit, dass er auf die Strecke (0, x), (0 < x St) 
allt, A(x)/A(t) ist. 

Bezeichne nun die Zufallsveranderliche €, die Anzahl der im Poisson- 
hen Prozess wahrend des Zeitintervalls (0, t) auftretenden Ereignisse. Dann 
ird die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses §; = n durch (4) geliefert. Anderer- 
Sits kann man aber auf Grund des bekannten Satzes betreffs totaler Erwartungs- 


*erte schreiben : 


Bieor— SS P{é: —— n}E {elt | &: = n } « 
n=0 


ier ist E{elO™| = 0} =1; mit Riicksicht auf (15) und auf Grund unseres 
ilfssatzes hat man 


t 


E{em f= =a pertain oye (hy. (17) 


Viederum auf Grund des Hilfssatzes kann man ferner schreiben 
E { efont| &; caf ee [E {elon | & = Lys 


, kann hier namlich als die Summe von n voneinander unabhangigen, ahn- 
ch verteilten Zufallsveranderlichen betrachtet werden, deren gemeinsame 
harakteristische Funktion (17) ist. Nach der Durchfithrung der Substitutionen 
rhalt man den Zusammenhang (16), welcher zu beweisen war. 

Es seien nun folgende Bezeichnungen eingefiihrt : 


1; (t, u) = | [f(t u,x)/'dH (x), G=1,2,3,...). 


Mit deren Hilfe kann Erwartungswert und Streuungsquadrat der Zufalls- 
reranderlichen 7; folgendermassen ausgedriickt werden : 
Wenn der Erwartungswert von 7; existiert, so hat man 


—E{ni}= (seb 8)) afr ne—mpaate 
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Fiir das Streuungsquadrat hat man 


t 


ls =(% (t,t—u)dA(u). 


0 


(d? log ® (t, ) 


dw? 


D? {7} = 


2. Der homogene Fall. Nun sei dieser spezielle Fall betrachtet : Der al 
Grundlage dienende Prozess ist in der Zeit homogen mit einer Ereignisdichte A! 
d. h. A(t) = At; ferner, die Funktion, welche den zeitlichen Ablauf der Sig! 
nale beschreibt, hangt nicht explicit von dem Anfangspunkte ab, sondern 
nur von der Zeitdauer, die seit dem Auftreten des Signals verstrichen ist, d. hi 
anstatt f(t, u, x) hat man mit einer Funktion von der Form f(t — u, x) zu rech 
nen; endlich ist der Parameter vy, auch von t, unabhangig. Dann kann manstat; 


(15) schreiben : 


co 


@ (u, w) — | elf(4,x) dH (x) : 


—co 


die charakteristische Funktion von 7; wird nun 


t 


@ (t,o) = exp{—4 | [1 —¢(u, )] du}. 


Infolge dessen hat man 


E{m}= if [[ree.a) a (| du, 


ferner 


t co 


De{m}=2 | | (f(u,x))'d H (x) | du - 


0 


Nun wird folgender Grenzverteilungssatz bewiesen : . 


Satz 2.: Wenn man sich auf den obenerwihnten homogenen Prozess beschrankt) 
und annimmt, dass 


iF | if (ux) |d H (x)| du < co, ay 


so existiert die Grenzverteilungsfunktion lim F(t, x) = F(x) und fiir der 
charakteristische Funktion ©(@) hat man ’” 


D (w) = exp . (18 


—Aa{ [1 — p(w, 0)] du 


UBER ANODENSTROMSCHWANKUNGEN 39 


Beweis: Aus einem Satze von P. Lévy und H. Cramer (siehe z. B. H. 
iRAMER [1] S. 102) folgt, dass wenn lim M(t, @) = O(@) existiert, und D(a) 


tc 
jo der Stelle @ = 0 stetig ist, so existiert auch jim F(t, x) = F(x) und die 
— oo 
dharakteristische Funktion von F(x) ist genau ®(o). Unser Satz wird also 


jewiesen, wenn wir beweisen, dass der Grenzwert 


) 


t 


lim { [1 — (u,o)] du 


utara Fr 


istiert und an der Stelle w = 0 stetig ist. 


Es sei 


co 


M(u)= ||f(u.x)|dH(2), 


—o 


fann hat man 


|1—¢(u,o)|<oM(u), 
olglich ist : 
| | —9(u2)] duo | M(w) du : 


Nach (17) folgt daraus, dass der fragliche Grenzwert fiir jedes @ existiert ; 
an sieht auch, dass er an der Stelle o = 0 stetig ist. Dadurch wurde die 
Richtigkeit des Satzes 2 nachgewiesen. 

3 Der stationdre Prozess. Man betrachte den homogenen Prozess unter 


ler Annahme, dass er schon unendlich lange Zeit andauert, d. h. man betrachte 


Jen Prozess 


nt = > f(t— th An) » (19) 


— o<ty<t 


° jetzt die Summierung auf alle vor dem Zeitpunkt t auftretenden Ereig- 
isse des zur Grundlage genommenen Poissonschen Prozesses ausgedehnt wird. 


afiir wird folgender Satz bewiesen : 
Satz 3. Wenn man annimmt, dass 


: {| {if (u,a)|aHt (2)] du < 00 (20) 


—o 


existiert der unter (19) definierte Prozess 1; fiir alle Werte t mit der Wahr- 
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scheinlichkeit 1; die Verteilung von 7; ist von t unabhdangig und zwar ist P {y;< x} =I 
= F(x), wo F(x) die im Satz 2 gegebene Grenzverteilung ist, d. h. man hat 


co 


E felon =exp{—A | [1—p(u,)] du}. (21) 


Beweis: Man muss nur zeigen, dass der Prozess 4; mit der Wahrschein+ 
lichkeit 1 existiert. Daraus folgt schon die Existenz des im Satze 2 bewiesenenm 
Grenzwertsatzes. Damit wird aber die Beziehung P {yj; < x} = F(x) offenba 
bestatigt. | 

Vor allem sieht man, dass 7; als eine unendliche Summe von unabhan- 
gigen Zufallsveranderlichen darstellbar ist : = G& thet ou bie ee “4 
wobei 


on = Po f(t —tns gn)» 
t—nh&t,<t—(n—1)h 

. 

d. h. man zerlegt das Intervall (— co, t) von ¢ riickwarts schreitend in Inter+ 

valle von der Lange h und bezeichnet mit ¢, diejenige Komponente im Aus; 

drucke von 7;, welche durch die im n-ten Intervall aufgetretenen Ereignisse 

verursacht wurde. 


Betreffs des Problems, in welchem Falle eine unendliche Reihe von unab! 


' 
hangigen Zufallsverainderlichen mit der Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert| 
wurde eine notwendige und hinreichende Bedingung durch A. N. Kotmocorov 


[9] (siehe noch P. R. Hatmos [6], S. 199) gegeben. Wenn man annimmt, dass 
| 

> E{iLal}<oo, . (22) 

n=1 


so werden Koimocorov’s Bedingungen offensichtlich erfillt, und der Greng| 
wert lim (4; + C+ ... + G) existiert mit der Wahrscheinlichkeit 1. Wenr 


N- 


(20) besteht, so kann man leicht einsehen, dass in unserem Falle die obiad 
Reihe konvergiert ; aus KoLMocorov’s Satz folet dann, dass 7; mit der Wahr’ 
scheinlichkeit 1 existiert. 
Es sei folgendes bemerkt: Die Existenz von lim (,+0,+ ...+ tn 


N- co 


mit der Wahrscheinlichkeit 1 folet aus dem Bestehen von (22) auch dem Falle: 
dass nicht angenommen wird, dass die Veranderlichen unabhangig sind. Da 
ist eben der bekannte Satz von Beppo Levi. Diese Tatsache kann aber auc 
unmittelbar auf Grund einer bekannten Ungleichung itiber nichtnegative Zu! 
fallsveranderliche von MARKow bewiesen werden (siehe [18] S. 23). 

Wie erwahnt, Satz 2 folgt aus Satz 3 offensichtlich unmittelbar 
J. L. Doos [3] (S. 119), hat auch das Umgekehrte bewiesen; er hat gezeigt, das 


5S 
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| 
| 
i 
| 

d Konvergenz in einer Verteilung, die Konvergenz fast iiberall und die Kon- 
genz mit der Wahrscheinlichkeit 1 von Summen von unabhingigen Zufalls- 
‘4nderlichen miteinander Aquivalent sind. 

Aus dem Obigen folgt leicht, dass jetzt 


- 


co 


E{ni}= if [ Jf (u,x) dH (x)| du (23) 


ome DO 


o oc 


pe {ni}= 4) | | ¢e9)PaH(®)| de, (24) 


o_o 


genommen, dass die obenstehenden Integrale existieren. 


Durch die obigen Formeln werden die Resultate (6), (7), (8) und (9) des. 


13 bestatigt. 
4. Die Korrelationsfunktion des stationdren Prozesses. Der Kirze wegen 
Bi gesetzt : E{n:} =m und D* {ni} —g?, Die Korrelationsfunktion des. 


fozesses 7; wird wie tiblich durch die Formel 


Ef ni ni} — (28) 


G2 


R(t) = 


‘Jr jedes + definiert und existiert, wenn o endlich ist. 
Satz 4. Ist o2 < co, so existiert die unter (25) definierte Korrelations- 


nktion R(t) und man hat 
R(t) = ot j flu) fu—s x) dH (x)| due (26) 


Beweis: Man betrachte den Prozess 6; =n; + ni Dieser Prozess. 


und unterscheidet sich von y; nur darin, dass der zeitliche 
0 auftretenden Signals nicht durch f(u, x) 
geliefert wird. Dann kann man 


istiert gleichfalls 
lauf eines im Zeitpunkte u = 
ndern durch g(u, x) =f(u, x) +flu— 7 x) 
ait Hilfe von (24) schreiben : 


—o 


D2{O}}= xf | [ Fux) 4 f(u—1. x) dH (x)| du. 


fi ae ci f * * 
Andererseits, mit Riicksicht auf OF = 7; + mr hat man 


D?{6;}=20(1 Beit) 
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es ist nimlich D?{7;} = D?{n;-,} = 0%. Ein Vergleich der obigen Ausdric 
fiir D®{@;} liefert R(t), welches mit (26) ibereinstimmt. 

Durch das oben Gesagte wurde die Richtigkeit des Resultats (11) bestatig 
Die Formel (10) wird dann durch einfache Uberlegungen mit Hilfe von R(- 
erhalten. 

5. Harmonische Analyse des stationdren Prozesses. In der Arbeit [8] beweis 
A. Kuinrcatne (unter Bezugnahme auf den Satz von S. BocHner), dass di 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass R(t) die Korrelation: 
funktion eines stationdren Prozesses ist, ist, dass R(t) in der Form 


R(t) = | cosord F(a) (27 


—co 


dargestellt werden kann, wobei F(@) eine Wahrscheinlichkeitsverteilungs 
funktion ist. F(@) heisst die spektrale Verteilungsfunktion des Prozesses. 

In der Physik versteht man unter der spektralen Verteilungsfunktioy 
eines solchen stochastischen Prozesses die Funktion 


G (v) =m? + o [F (207) — F (—22)], 


deren anschauliche Bedeutung folgendermassen lautet: Betrachtet man 4) 
als einen Strom, welche den Einheitswiderstand durchlauft, so hat man fi 
die abgegebene durchschnittliche Leistung 


T 
il 
lim E a Jn nftdt | = B(nf2} = mt +08, 
ox’ 


| 

| 

und G(v) liefert die Verteilung dieser Leistung in dem Frequenzinterva! 
0<v< oc; es liefert die im Frequenzband (0, ) abgegebene Leistung 
v bedeutet hier die tbliche Frequenz; die. Kreisfrequenz ist @ = 2a. . 
Fir die Bestimmung von F(@) sei folgender Satz bewiesen : | 


Satz 5. Man nehme an, dass f(u, x) fiir fast alle endlichen x-Werte eins 
absolut und quadratisch integrierbare Funktion von u ist, d. h. fiir p= 4,22. i 


| if.) Pdu<co, 


Ferner sei 


1 ¢ | 
A (, x) are. | fu) er du 
0 
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Dann wird die Kutntcuinesche spektrale Verteilungsfunktion F(o) fir 


/ 
ades @ differenzierbar und man hat 


: 

: co 

; 2xA 

| F’(w) = 224 (| A(o,2) Pd H(2) - (29) 
) 0 

Daraus folgt, dass G(0) = m* und dass G(v) fiir alle Werte 0 <<» < oo 


ifferenzierbar ist; und zwar hat man 


Gv) =822A| | A (229, x) Pd H (x) . 


0 


Beweis: Wenn R(t) bekannt ist, kann F(o) mit Hilfe der Inversen des 
Wusdrucks (27) von KuinrcHIneE eindeutig bestimmt werden. Betreffs der Ein- 
Plheiten des Beweises sei auf unsere Arbeit [17] hingewiesen. 

Bemerkung: Unter Bezugnahme auf die Untersuchungen von H. CRAMER 
2] kann man den Prozess ny, in Form des folgenden stochastischen Integrals 


arstellen : 


ni = m+ o| e@tdZ (A) . 


—o 


(30) 


‘lier ist Z(A) ein fiir die Werte — co <A <0 definierter additiver Prozess 
nit orthogonalen Zuwachsen, fiir welcher E{Z(A)} = 0 fiir jedes A; und fiir 


|A> 0 hat man 
E{|Z (4+ 42) —Z()P} = F(A + 42) — F(A). 


Das Integral (30) soll derart angenommen werden, dass 


. 
2) 


| a — [ emazy’"|= 


oO 


(st. 
’ H;—m 
Anschaulich bedeutet die Darstellung (30), dass der Prozess -— 


a eine Summe von Sinuswellen mit verschiedenen Frequenzen 7(— 79 <A < co) 
e der einzelnen Komponenten von 


< omponente F(A + 4A) — F (A) ist, 
lunktion des Prozesses bedeutet. 
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Ferner sei bemerkt (J. L. Doos [4], S. 335): Wenn 4— co (Ereignis: 


* 


Gaussschen Prozess &;, fiir welchen E (et } = 0, D?{é,} =F und Efé,¢— ts 
= R(t), wobei die Korrelationsfunktion R(t) durch (26) geliefert wird. 


§ 5. Die Verteilung der Anzahl der Elektronen, welche sich im Raume 
‘der Elektronenréhre befinden 


A. Rényr hat folgende Frage aufgeworfen: Was fiir eine Verteilun; 
besitzt die Anzahl der Elektronen, die sich in einem gegebenen Zeitpunkt} 
im Raume der Réhre befinden? In der Arbeit [11] hat Rény1 gezeigt, das 
diese Anzahl eine Poissonsche Verteilung besitzt. Dieses Resultat folgt auel 
aus der Formel (16) unserer Arbeit, wenn die Funktion f(u, v) so spezialisier: 
wird, dass f(u,v) = 1, wenn 0<u< 1(v), sonst f(u,v) = 0, wobei t(v) di 
Flugzeit eines Elektrons von der Anfangsgeschwindigkeit v bedeutet. Dani 
liefert F(t, x) die Verteilungsfunktion der Anzahl der Elektronen, welche sicl 
im Zeitpunkte t im Raume befinden. Im folgenden wird aber ein einfache} 
Beweis dieser Tatsache mit Hilfe des im § 4 eal ga sos Hilfssatze: 
gegeben. 

Bezeichne +t(t) die Flugzeit (die Zeit des Aufenthaltes im Raume de: 
Elektronenréhre) eines Elektrons, welches aus der Kathode im Zeitpunkte | 
austritt; diese Grésse ist eine Zufallsveranderliche, welche von der Anfangs 
geschwindigkeit des Elektrons und eventuell auch von anderen Gréssen abhang 
Es sei P{1(t) <x} = R(t, x) die Verteilungsfunktion der Veranderlichen 7(¢ 
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron, welches in einem zufallig (mit de: 
Verteilungsfunktion A(u)/A(t)) gewahlten Punkte des Intervalls (0, t) austritt 
im Zeitpunkte t sich im Raume befindet, ist : 


| 

| | 

pao | [1 —R(u,t—u)] dA (u). | 
: 


Bereich C; die Anzahl der Elektronen, welche sich im Zeitpunkte | 


im Raume befinden, so erhalt man mit Hilfe des im § 4 erwahnten Hilfs 
satzes 


chee be > eA) or 


n=k 


; k } 
vt (1 — pi)" = e440: er : (31 


Ld UI oe . : 4 
Das betrachtete Ereignis kann namlich auf mehrere, einander ausschliessend 
4 


- 
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Been eintreten: Im Zeitintervall (0,t) treten n=k, k+ 1, k+2,... 
*ktronen aus der Kathode aus, und wenn n Elektronen ausgetreten sind, 
4hbefinden sich von ihnen im Zeitpunkte t k im Raume; n— k Elektronen 
tinden sich nicht dort. Aus dem Obigen folgt also, dass ¢; eine Poissonsche 


frteilung mit dem Erwartungswert 


t 


E{¢;};=pA(t)= | [1—R(u,t—u)}dA(u). 


Es sei nun der stationare Prozess betrachtet ; es sei ferner R(t, x) = R(x), 
h. R(t, x) hangt nicht von t ab; dann beschreibt 


io)* 
k! 


P{tj =k} aoe 


> Verteilung der Anzahl Cc; der Elektronen, welche sich im Zeitpunkte t im 


ume befinden. Hier ist 


o= {xd R(2) : 


0 
Dieses Resultat ergibt sich als der Grenzwert fiir t— co aus der For- 
] (31). 
§ 6. Beispiele 
1) Es handelt sich um das einfachste Modell. Die durch die einzelnen 
Sektronen hervorgerufenen Stromimpulse sollen durch die Funktion (2) 


2€ 
——t; wenn O0<t<%, 


f(,0)=4 


0 sonst 


’ 


schrieben werden. Hier wurde angenommen, dass die Anfangsgeschwindig- 
it v) = 0 (konstant) und keine Zufallsveranderliche ist. In diesem Fall hat 


; n H(v) = 0, wenn v < 0 und H(v) =1, wenn v = 0. 2 
Der Durchschnittswert des Anodenstromes sei nun 
E{ Hit 1, 


wird A = I/e und (nach (7)) die Streuung des Anodenstromes wird 


pot= | Fe (32) 


‘mit 
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wobei 


Nach (8) 


deren Inversion ergibt, dass die Verteilungsfunktion des Anodenstromes 


XT»/2e 


AOI or Des oly zn i fa(2) de 


ist, wobei 


[2] . 
" “yi( s\n 
os Olas emmy ot oes fy ete 


et ; F(x) ieee tardies Werte 0<x< co differenzierbar ; und zwar hat m: 


i pita ay J 
jciwconad bani sehen as aye 
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Streuungsquadrat des iiber die Zeit T gemittelten Stromes ist nach (10) 


(4eI ta a wenn 0<T <7, 


3%, 
(34) 


2 

oS Poa a ar wenn T<T<oco. 

3 ty 

an T viel grésser als tT) ist, wird das Streuungsquadrat in guter Anniherung 
dies stimmt mit dem Resultat, welches in der Formel (B) von W.ScHoTTKy 


gedriickt wurde, iiberein (Fig. 5). 


ae 


Das . Frequenpektram von f(t, 0) wird : nun 


- ober Y ; - 


- 1 (o) = eal +46) “9a, 


A8 ; L. TAKACS |) 


Die im Frequenzband (», ¥ + Av) abgegebene durchschnittliche Ley 
stung ist 


G(v + Av) —G (r) &G' (») Av ce eT Ay; 


diese letzte Annaherung stimmt mit dem Resultate (C) von W. ScuortK 
iiberein. Die obige Annaherung ist bis auf 3% genau, wenn O = 217) < Oo” 
q 


d. h. wenn »y << -—_— z Be MHz. Hier muss U in Volt und d in cm genomme 


-werden. 


Gi) 


2E€J 


Fig. 6. 


2. Rechnet man mit dem Langmuirschen Plandiodenmodell, so 
der zeitliche Verlauf der durch die gue leon Elektronen ‘hervorger 
eae nach, Gs bee As me 


F 4 7 
‘ . ~ 
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| h. er ist um 7% grésser als in dem Fall, in dem die Raumladung vernach- 


=. Lease eee 3 : 
ssigt wurde.* Mit der Bezeichnung 0, = ot, hat man nun 


9 
A (0) = [EOF + 3G} 61 6, — 6) e-™ + 6], 
i 1 


2€J 


4) 7 2 Same e 5 6 7 8 9 100=2N% Vv 


Fig. 7 


d die Dichte des Frequenzspektrums wird fiir die Werte 0 <<» < °° 
C0) = 
1 516-+16 [(3 Of — 6° +(01 — 6 O,)?] + 96 [(2 3 — 12 O,) sin O,+(6 Of — 12) cos O,)] 
0} : 
(37) 


2 
obei O, = 27, (Fig. 7). Durch Reihenentwicklung erhalt man 


142 
GU ay | 2 Or 
”) e1| sop tt 


[an sieht, dass auch in diesem Falle die Formel (C) vonW. Scuotrky als 
ne gute Annaherung fir kleine 0, Werte angewandt werden kann. 


* Wir bemerken, dass dieses Resultat nicht mit der bekannten Tatsache verwechselt 
erden darf, dass die Streuung des Anodenstroms durch die infolge der Raumladung auf- 
etende Potentialschwelle vermindert wird. In den obigen Fallen tritt keine Potentialschwelle 
if ; im ersten Beispiel wird nimlich die Potentialverinderung im Inneren der Réhre durch 
e Funktion U(x) = Ux/d (0 <x <4), im aweiten aber durch U(x) = U(x/d)‘” (0x <4) 


chrieben. 


4 Acta Physica VII/1 
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O TEOPHH BEPOATHOCTEM KOJIEBAHHH AHO]HbIX TOKOB 
B SJIEKTPOHHbIX JIAMITAX 
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Peswme 


Tipu ncceqoBpaHuu KomeOaHuli AHOUHBIX TOKOB B 9JIEKTPOHHBIX JIaMMaX UpaloT cyl’ 
CTBCHHY!0 porb Boobme ABe npoOnempl. Bo-nepBbIxX: KAaKHM 3aKOHOM oOMpeweumeTcA MMHt 
BeHHOe 3HaYeHHe AHOAHOFO TOKA. Bo-BTOpbIX: KAKMMH AMIUIMTyaMH OOaqawT KOMMOHE 
Pa3IMUYHIX YACTOT TOKA, T. €. KAKOB «CI€KTP MOLWIHOCTH» TOKa. IlepBoe pemenne BbIILeyK 
3aHHbIX podem Jano B. Worrkn (14) B 1918 r. B Janno padore oO00mjaioTcA pesybTa 
INotTKu wu Kpome Toro JaeTcA Oonee TOUHOR pewieHue MpoONeMbI, KOTOpHIe Ob paspa6\) 
TaHbl aBTOpoM B 1953 roxy B ylineuiTcKOH nadoparopuu MecnefqospatenbcKoro Mucruty 
Csa3su (panbue Mccneqopatenbckan JladopatopuaA 3aBoga «TyHrcpaMy). 


UBER DIE WANDERUNG DER MOLEKULE 
IN EINEM GASE, II 


Von 
E 
Cur. CHRISTOV 
)TITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER BULGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, SOFIA 


(Vorgelegt von L. Janossy. — Eingegangen 30. III. 1956) 


Es werden einige Anwendungen der in dem ersten Teil der Arbeit [1] gefundenen Formeln 
seben. Die mittlere Beschleunigung eines sich mit einer gegebenen Geschwindigkeit bewegenden 
jekiils wird angegeben. Das Ergebnis ist exakt — es ist nicht von der auch von uns gemachten 
mahme beeinflusst, dass die Zustande eines Molekiils eine Markoffsche Kette bilden. Weiterhin 
-d ein Ausdruck fiir den Koeffizienten der Selbstdiffusion bestimmt. Ferner werden Naherungs- 
meln angegeben, die die Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit W(t,r,u,v) drdv 
i grossen Werten der Zeit t erméglichen. Schliesslich wird die mittlere Verschiebung des Mole- 
Is sowie die Dispersion der Verschiebungen berechnet. 


Es sei W (t, r, u, v)drdv die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gasmolekiil A, 
s bei t= Oeine gegebene Geschwindigkeit u hat, nach einem gegebenen 
itintervall t eine Verschiebung zwischen r und r + dr erfahrt und eine Ge- 
hwindigkeit zwischen v und v + dv annimmt. Im ersten Teil [1] dieser 
-beit haben wir eine Integralgleichung, zwei Differentialgleichungen und eine 
ihenentwicklung fiir die Funktion W (¢, r, u, v) gefunden. In diesem zweiten 
il der Arbeit wollen wir einige Anwendungen der gefundenen Formeln bringen. 
e vereinfachenden Voraussetzungen und die Bezeichnungen bleiben dieselben. 
> mégen deshalb hier nicht wiederholt werden. Bei Hinweisen auf Formeln 
s der ersten Arbeit werden wir die Formelnummer mit einem oberen Index 1! 


zeichnen. 
Mit Hilfe von (122) kann man erstens den Mittelwert der Beschleunigung 


t des Molekiills fiir t = 0, d. h. fiir den Moment der Angabe der Geschwindig- 


it u, bestimmen : 


a eo — ac (t)—v t) —v(0)) = a Fe = ff (v—u)W(t,r,u,v)drdy = (1) 


= [WP (aut wide — ent ri (" u. (2) 


e Funktion Fils), ist durch (740). gegeben. Dieser hassel fin gilt ganz 
, au, obwohl er aus der Gleichung G20): abgeleitet ist, und diese Gleichung,, 
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(oy! 
i) 


wie dort betont wurde, unter der vereinfachenden Annahme aufgestellt wurde 
dass die Zustande von A eine Markoffsche Kette bilden, d. h. obwohl sie nut 
bei Vernachlassigung des Einflusses der vorangehenden Bewegung von A aui 
die Wahrscheinlichkeiten pdt und P dtdy gilt [3]. Um diesen Einfluss zy 
beriicksichtigen, geniigt es, die Funktionen p(u), P(u, v) und p(v), die in (12 


Ree a du ) 
erscheinen und die wir bei der Berechnung von a benutzt haben, durch ander} 
1 } 


Funktionen p’(u, t), P’(u, v, t)) und p’(u, v, to, t) zu ersetzen, welche die Wahn 
scheinlichkeiten fiir dieselben Ereignisse bestimmen, mit der zusatzlichen Be 
dingung, dass das Molekiil A wahrend des vorangehenden Zeitintervalls | 
keine Stésse erlitten hat, ausser dem Stoss bei t = fp, falls t > ty, ist. Diese Wahn 
scheinlichkeiten sind unbekannt und, allem Anschein nach, sehr schwer Zi 


finden. Wir wissen nur, dass 


lim P’ (u,v, t)) = P (u, v) und lim p’(u, t) = p (u) 
a5 t=0 
ist, was gerade aus den Definitionen fiir p’ und P’ folgt. Beriicksichtigen 
dass die Reihe (122) und die Reihe (17), wo W, durch (19) gegeben ist, unter 
einander aquivalent sind, so erhalten wir, der Ableitung von (18) folgend, das 


der genaue Wert von W durch die Reihe 


t 
— | p(ur)dr 
Was(tor sy) =) e327. 6 (r — ut) 6 (u— v) + 


eal Sh t 
_ j p’(u,t) dr — J pay, tor) de 
+ je ° to P’ (u, v, to) 6 (vt — x + (uw — v)t) dt) +... 


T=0 


gegeben ist. Die nachfolgenden Glieder dieser Reihe brauchen wir nicht zu beriie 


sichtigen, da sie ohne Bedeutung fiir den Wert von a sind. Wir setzen (4) : | 


(1) ein und fihren die Integration nach r durch : : 
; 

ee t to + 

du meee} — J p(ur)dt — f p'(uyyte,r)de : 

< =lim— J] (v-u)e | i 'P (u,v, %) dtp dv. ; 


Ks ist klar, dass fiir den Wert dieser Grenze nur der Hauptwert des Integr 
bei kleinen Werten von t von Bedeutung ist und dass wir beim Berechnen die 
Hauptwertes die exponentiellen Funktionen unter dem Integralzeichen du 
1 ersetzen kénnen. Also mit Riicksicht auf (3) sieht man gleich, dass der cb 


dines : 
genaue Wert von = mit (2) zusammenfallt. Damit ist die genaue Giiltig 


ao 


UBER DIE WANDERUNG DER MOLEKULE IN EINEM GASE, II 53 


mn (2), natiirlich bei den am Anfang von (1) iiber die Natur des untersuchten 


ases gemachten Annahmen, bewiesen. 


du 
Man sieht aus (2), dass der Mittelwert der Beschleunigung ei zu u ent- 
t 
ve ieee 1 du 
bgengerichtet ist und dass der Reibungskoeffizient > = — — a den von u 
| u t 


hangigen Wert 

> Dotb 

wu | 
= (9) 


Cc 


p= arnt Fy| 


esitzt. Es ist nach (140) klar, dass der Hauptwert von F'(s) bei kleinen und grossen 
Jerten von s */3\/x bzw. as? ist, so dass 


P { */5 /aa2n*c? fir u<c, 


a2 n* u2 fir u>c 


t. In der Langevinschen Formel 


— = — pup) (6) 


2], die als Ausgangsformel bei der Brownschen Bewegung dient, hat der Rei- 
gskoeffizient dagegen einen von u unabhangigen Wert 


fp = 6xdy/m , (7) 


-o d und m der Radius, bzw. die Masse des Kolloidteilchens ist, und 7 die Zahig- 
eit des Mediums (Gas oder Flissigkeit) bedeutet [2]. Man sieht daraus, dass 
ie Wanderung der Gasmolekiile nicht denselben Gesetzen gehorcht wie die 
er Kolloidteilchen. 

Es sei 7 ~ 1/a?n die mittlere Zeitdauer des freien Fluges des Molekiils. 
*s ist offensichtlich, dass die mittlere Anzahl der Stésse, die ein Gasmolekiil 
shrend der Zeit t erleidet, von der Gréssenordnung t/t ist, so dass die gréssten 
lieder W,, in der Entwicklung (122) diejenigen sind, fiir welche k ~ t/i ist. 
a die Schwierigkeiten bei der Berechnung von W,, sehr schnell mit k an- 
rachsen, kénnen wir (122) fiir die effektive Berechnung von W bei t > t nicht 
nwenden. In diesem Falle wenden wir auf (120) wieder das Iterationsverfahren 
1it einer solchen Ausgangsfunktion W, (t,r,u, v) an, die selbst eine gute Nihe- 
ng von W bei grossem ¢ darstellt. Das sichert, wie wir sehen werden, eine 
arke Konvergenz des Iterationsvorgangs. Als solche Ausgangsnaherung 
ehmen wir die CHANDRASEKHARsche Funktion W, (t,r,u,v), die unserer Funktion 
7 (t, r, u, v) im Falle der Brownschen Bewegung entspricht [2]. Dabei ver- 
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. e hr a | . 
nachlassigen wir die in dieser Funktion enthaltenen Radikale e “, da p ~ Ij| 


und t>f ist. Wir setzen also 


Ih SB seria ok A) 2 ta, 8} | 
ch ee A a : 
W, (t, r, u, v) = pe 3 AP 2 . ( A 


an, wo 


A = 4D (t — 2a) (9 


ist. Die Konstante a stellt den reziproken Wert des Mittelwertes des Reibungs} 
koeffizienten 6 dar und D ist der Koeffizient der Selbstdiffusion des Gases 


Diese noch zu bestimmenden Konstanten sind durch die Relation 
D='h act (10 


verkniipft. Zuerst miissen wir noch eine Gleichung fiir a und D aufstellen, s 
dass die Funktion (8) selbst eine méglichst gute Lésung von (120) bei t > i 
bilde. Dabei kénnen wir das freie Glied in (120) vernachlassigen, da es bei Er, 
setzung von W durch W, viel kleiner wird, als die Differenz der beiden andere 
Glieder. Fiir diese Differenz, die den Fehler beim Ersetzen von W durch W. 
in (120) darstellt, erhalten wir 


R(t, r, u,v) = W, (t,r, u,v) X 


i (r—a(u+v))? (r—ut—a(w+y))? 
A 


Le i | P (u, w) eP™ Ae oe dt aw | (10) 


x 
: A32 


t=0 


mit 


Bettys ial 


Da der Faktor W, wie auch der Ausdruck in den Klammern mit der ee | 
von t gegen Null streben, so ist es klar, dass auch der Fehler R bei jeder Wah 
von a und D gegen Null strebt. Um die Werte von a und D, fiir welche W, 
eine méglichst gute Naherungslésung von (120) ware, zu finden, suchen 
erstens den Hauptwert von (11) fiir grosse Werte von t. Wir entwickeln daft 
den Integranden im obigen Ausdruck fiir R nach abnehmenden Potenzen von 
und beschrinken uns auf die Glieder bis t-1. Dabei beniitzen wir die bei diese: 
Naherung giiltigen Formeln 


Ap/2/ A3/2 =1+ 6 Dt/A : 


(r—e(u+v))? — (r—ut—a(w+v))* 
At 


ieee =1+[(-a(u+ yy— 
Sw a(t 9/4 


He 
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iese Naherungsformeln sind gut bei t <t. Die Integration in (11) erstreckt 
+h dagegen auf das Intervall 0 <+<ct, so dass die Bedingung t <t nicht 
yerall erfiillt ist. Wegen des Faktors e~ P(4)* im TIntegranden von (11) sind aber 
ir die Werte des Integranden fiir t <t fiir den Hauptwert von (11) von Be- 
butung. Die oberen Formeln sind also anwendbar. Wir kénnen ferner die obere 
renze beim Integrieren nach t durch ~ ersetzen, wobei der Hauptwert auch 
cht beeinflusst wird. Die Integration nach + ergibt dann 
(u) 


q (u q(u) 
AN’ (ry —av) -u— —— vu? | + 
aie p* (u) | 


6D+2u - (r—av) at 
P(u) p> (u) J 


Rey he ye | 
A | pt) 


+ (r—au)?—(r—a(u+ v))? — 


o wir der Kiirze halber 

p(u) = | P(u,w) dw, ug (u) = { wP (u, w) dw, 
(12) 
_u*r(u) = jw? P (u, w) dw 


ssetzt haben. Fassen wir die Glieder in den Klammern nach den Potenzen 
sn r und v zusammen, so erweisen sich die Koeffizienten der zweiten Potenzen 


eich Null, und wir finden 


1 
R= — W,, (t,x, u,v 
| 1 ( ) 


. 


2 u2 pi 6D —2(a 
peu) pl) 


tzen wir diesen Ausdruck gleich Null und beriicksichtigen wir (10), so kénnen 
‘+ leicht die Parameter a und D bestimmen. Sie wirden sich als Funktionen 
nu, v und r erweisen. Das hat aber keinen Sinn, da definitionsgemass a und D 
ei Konstanten sind. Dies zeigt, dass die Lésung von (120) fiir grosse Werte 
on t eine kompliziertere Gestalt hat als (8). Um jedoch die Werte von a und 
) in der Ausgangsnaherung (8) zu finden, so dass Gleichung (120) méglichst ° 
ut befriedigt wird, fordern wir, dass nicht der Fehler R selbst, sondern das 
ittelwert des relativen Fehlers Ry = R|W, fir alle méglichen Anfangs- 
schwindigkeiten u verschwinde. Da die Verteilung von u durch (72) gegeben 


t, so ist die zweite Gleichung fiir a und D durch | 


ere, be 


{V@MR G1, u,v, D)du=0 (14) 
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oder nach (12), (13) und (13) durch - 


a [28 a)er (ans af a Vu). du + 


Sera —3p (du =0 q 


a hai hed 


gegeben. Lisen wir diese Gleichung nach D auf, so bekommen wir 


ae aller : —| a Vw) nee of 4 ai u? V(u) du + ore vw Vw) au 
: were Ci 
les p(u) i 


Die Gleichungen (10) und (15) erméglichen die Bestimmung von a ung 

D. Es ist bemerkenswert, dass bei der Mittelwertbildung nach u nicht nur 

Abhangigkeit der Parameter « und D von u, sondern auch die von v unc 

aufgehoben wird. | 

Nun suchen wir auf Grund von (10), (12) ae (15) die Ragen Ag S 
_ driicke von @ und D. Man sieht erstens, dass" 


po) =atnver [4], “ioe 


semen dr f|—fm[, a 


re aeerele [eh 


Me < 


a= at “\4 
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Seat (s) 52 e—*? dsc 0,0653, . 


( s F(s)— F9(s 
p= | Ns er Pate seo ost ie 0.04052: 


F 
i (s) 
(18) 
I | pie ag ee) (1915 
a 2 ste— Vusca.), 
BS athe (6) ‘ 
s=0 
ha | eds — 0,0920,, 
J F(s) 
s=0 
t. Setzen wir ferner 
2 
= 19 
a*n* ¢ eed 
n, so erhalt die Gleichung (15) die Form 
2 


 3q@2n* i 


‘liminieren wir a und D aus (10), (19) und (20), so bekommen wir folgende 
rleichung fiir y : 


vo I,, I, Ip und I durch (18) gegeben sind. Diese Gleichung hat zwei reelle 
ind positive Wurzeln 


y, = 0,135, Y= 1,21, . (22) 


‘an zu entscheiden, welche von diesen Wurzeln zu den richtigen Werten von a 
d D fahrt, miissen wir ein anderes Verfahren zur Ermittlung von @ suchen. 
Nach (8) ist es klar, dass au die mittlere Verschiebung r(u) des Molekils A 

it der Anfangsgeschwindigkeit u nach sehr langer Zeit darstellt. (Siehe z. B. 
]. (31).] Diese Verschiebung kgnnen wir aber auch ohne Gebrauch von (8) 
erechnen. Sie ist gleich der Summe der mittleren Verschiebungen r’, r’’,.-+ 
wischen den aufeinander folgenden Stéssen von A. Unter der immer zu beriick- 
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sichtigenden Annahme, dass die Zustinde von A als eine Markoffsche Ket 
betrachtet werden kénnen, ist es klar, dass 


Puy) a 


pu) 


die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein sich mit einer Geschwindigkeit u bewegend 
Molekiil nach seinem ersten Stoss eine Geschwindigkeit zwischen vy und v + d 
erhalt. Ferner ist 


| ute—P(u)t p@)d=—— 
y Pp (uv) 


die mittlere Verschiebung eines sich mit einer Geschwindigkeit u bewegender 
Molekiils bis zum ersten Stoss. Somit erhalten wir 


ru@)=rt+r’4+r’4+...= 


aoa ACNE Sa) dy +. SATE) Lares dvdw+.... (23 
re Ser ee e Here 


Man sieht daher sofort, dass r(u) die Integralgleichung 


a u Pa, ¥) 2 
r(u) = —— + | —+~~ rv) dv 24 
Ore tance et . 


befriedigt. Man sieht, dass die Verschiebung r(u) zu u gleichgerichtet ist, s 
dass wir r(u) = Au setzen kénnen, wobei der Proportionalitatsfaktor A 

= A (u) eine gegebene Funktion von u ist. Beim Ansatz (8) erhalt man dagege1 
‘dass dieser Faktor eine Konstante a ist. Dieser Ansatz bedeutet also, dass 
A(u) durch seinen Mittelwert « ersetzen. Das erklart, weshalb wir die Gleichun 
(720) fiir grosses t aber beliebiges u, vy und r mit dem Ansatz (8) nicht befriedige 


konnten, sondern es nur gelang, den Mittelwert des Fehlers (14) gleich N 
‘zu setzen. 


- 
’ 
- 


Die Mittelwertbildung der Gleichung r(u)? = @ u? fiir alle Werte von | 
ergibt die gesuchte neue Gleichung fir a : ; 


o* Ju? V(u) du = f ray? V(u) du, 


wo r(u) durch (23) gegeben ist. Die Reihe (23) ist stark konvergent und ka 
fiir die 1] Berechnung von r(u) benutzt werden. Um eine einfachere Abschatzun 
‘von r(u) zu gewinnen, nehmen wir an, dass die Verschiebungen von A zwisch 
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1 nacheinander folgenden Stéssen eine geometrische Reihe bilden, deren 
otient mit der Persistenz der Geschwindigkeiten e« = 0,406 [4] (S. 336) 
ammenfallt. Anstatt (23) erhalten wir also 


r(u) = ———_ che 
l1—e _ plu) : 
d obige Gleichung fiir a erhalt die Form 
a pane | Pa ies | u2V (u) du . (25) 
(1 e)2 J, p* (u) 


t Riicksicht auf (17), (18) und (19) bekommen wir dann 


a 
3 x (l1—e)?_ 


0151s, 


ieser Wert von y fallt fast mit y, (22) zusammen, und ist ungefahr 8mal 
ésser als y, (22). Der richtige Wert von y ist also y,. Fir a und D bekommen 


r dann nach (19) und (10) 


ap 
pee und tele anit aby =. O13 500: 


a2 n* aan*c 


: wire vielleicht zweckmissiger gewesen, die Gleichung (10) durch (25) zu 
etzen. Die Zweideutigkeit der Lésung von (21) wire dadurch vermieden 


orden. 
In der Literatur gibt man fiir D iiblicherweise den Wert 


Pe erat = meen — 0,0794 


az n* 


30 Var 


] (S. 394), [5] (S. 338). Bei genauer Mittelwertbildung und Beriicksichtigung 
xr Persistenz der Geschwindigkeit beim Stoss erhalt man 
De sett a 0) 0380 


a2 n* 


] (S. 404), [5] (S. 347). Kiirzlich hat YANG [6] einen anderen, nach einer 
anz anderen Methode berechneten Ausdruck fiir D angegeben. Nach diesem 
usdruck, den YANG als exakt betrachtet, erhalt er 
D= y ¢€ mit ah? oe 0,182 ‘ 

a2 n* 
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Wir haben jedoch eine andere Methode zur Berechnung von D (und o) en 
wickelt, da erstens die Glieder des Yaneschen Ausdruckes fiir D sich reel 
schwierig berechnen lassen, zweitens die Formel von YANG nicht ga 
genau sein*kann — der Unterschied zwischen n und n* sowie die Abhangigke} 
der Wahrscheinlichkeiten pdt und Pdtdy von der vorangehenden Bewegu 
sind nicht beriicksichtigt — und drittens eine Liicke in der Ableitung de 
Yaneschen Formel vorhanden ist. In der Tat berechnet Yane den Selbs# 
diffusionskoeffizient D von der Formel 
2 
; T 
Dy = ese 


N=~ 6 tn 


ausgehend. Hier ist t, die mittlere Zeit zwischen N aufeinander folgenden Stossei 
eines Gasmolekiils, und ry die entsprechende Dispersion der Verschiebunge} 
des Molekils, unabhangig von der fiir diese N Stésse verbrauchten Zeit. Dy 
urspringliche Definition fiir D ist dagegen | 


wo 7; die Dispersion fiir die Zeit t, unabhangig davon, wieviel Stésse das Moleki 
inzwischen erlitten hat, bedeutet. Es ist nicht klar, ob diese zwei Ansgangs 
formeln fiir die Berechnung von D Aquivalent sind. 

Die obigen Werte von D sind einander nicht gleich, da bei ihrer Ableitun 
die Mittelwerte verschiedenartig gebildet sind. Wie wir in einer nachfolgende 
Arbeit sehen werden, erlauben die Gleichungen (10) und (15) den Koeffiziente 
D auch im Falle der Brownschen Bewegung zu finden, in welchem Falle d 
genaue Wert von D sich nach anderen Methoden berechnen lisst. Die Resulta 
stimmen tiberein. Das gibt uns Anlass, es als méglich zu betracten, dass 
Mittelwertbildung (14) auch hier die Genauigkeit des Resultats (26) nicht b 
eintrachtigt. 

Nachdem wir die Parameter « und D in der ersten Naherung (8) berechn 
haben, kénnen wir die zweite Naherung W, von W berechnen. Die Iteratioi 


von (120), d.h. die Ersetzung von W auf der linken Seite durch W, und auf 
rechten — durch W,, ergibt 


W(t, x, u, v) = e-Pt 6 (r — ut) d(u — y) + 


t i . (2 
~ pluye GOB ta (wey)? vt 
4/f mage sa At — @ dtdw . 


t™=0 


Das Integral in diesem Ausdruck lisst sich nicht durch elementare Funktion 
in geschlossener Form ausdriicken. Man kann es z. B 


. nach fallenden Potenz 
von t entwickeln, | 
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Ahnlicherweise kann man auch die nachfolgenden Naherungen W;, W4 
vy. finden. Der Vorgang ist sicher konvergent, die Ausdriicke werden aber zu 
npliziert. 

Mit Hilfe von W, und W,, wie natiirlich auch mit Hilfe der nachfolgenden 
herungen, kann man Naherungsausdriicke fiir einige eine einfache physi- 
ische Deutung zulassende Mittelwerte und Wahrscheinlichkeiten finden. 

Fiir die mittlere Verschiebung fiir die Zeit £—=r (tf; u,sv) ides Molekiils 
mit Anfangsgeschwindigkeit u und Geschwindigkeit v im Augenblick t er- 


ten wir nach (8) und (27) 
Fr, (t, u,v) = i) r W, (t, r, u, v) dr/ iy W (t,x, u, v)dz = a(u+ vy), 


T(t; u, V) = i} r W, dr/ i W dr = 


an t 


fan! fu y+ es | PIM we 


al? 3 be 
(28) 
[{@—uat—a(wr v))\Gdr + (ut + a(w-+v)) { Gar | dtdw\ : 
1 ghee . ele 
e— Pt §(u — v) + es Ca Abe we) | | Gdr] drdw } , 
fon wir der Kiirze halber 
r—ur—a(w+y))* 
Bs eee (29) 
mai2 (3/2 


setzt haben. Die beiden oben vorkommenden Integrale iiber r sind leicht 


berechnen — das erste ist 0 und das zweite ist 1, so dass 
ry (t, u,v) = 
e— Pt §(u—v) + ea p(u)t+le- put leet 
1 v 
es t = pityt 
Ped (i —v) aes (l—e je" (30) 


. — 
Es ist ferner nicht schwer, die mittlere Verschiebung von A=—r (b, u) 


ohne Riicksicht auf die Geschwindigkeit im Augenblick ¢ zu berechnen. 
usgehend: von (8) oder (27) erhalten wit 


¥, (t, u) = q 5 rW, drdv = au, | (31) 


eee ate Wa ree 


To(t, u) = ‘ i) x W,drdy = a) 
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Man sieht, dass r, (t, u, v) (28) wie auch r, (¢, u) (31) von der Zeit ¢ nicht all 
hangen. Die Ursache dafiir ist, dass einerseits die Funktion W, eIpeipute Nab 
rung von W nur bei t > t darstellt und andererseits das Molekiil A seine mittley 
Verschiebung in einer Zeit von der Gréssenordnung t erhalt. Die zweiten Nah 
rungen (30) und (32) ergeben schon die Zeitabhangigkeit. Bei t—> 0 gehen s 


gegen Null und bei t—> ~ streben sie exponentiell gegen endliche Grenzen: 


= u aq (u) 
r2(u, Vv) = + q u+ av, (3: 
teat p(u) p (u) 
Fy (up = SE) (34 


p(u) p(w) 


wie es zu erwarten ist. Approximieren wir die unbekannte Grésse r(v) in dy 
rechten Seite der streng giiltigen Gleichung (24) durch ihren nach der erste: 
Naherung (8) berechneten Wert (31), so bekommen wir fiir r(u) den Ausdrue 


- ECE 


r(u) = a iy ee A 
© pa) ~  p(u) p (u) p (u) 


der mit dem nach der zweiten Naherung (27) berechneten Wert (34) zusamme 
fallt. Das ist ein Grund, weshalb W, schon eine gute Naherung von W ist. U 
die Genauigkeit von W, speziell bei kleinen Werten von t abschatzen zu kénne 
vergleichen wir den Ausdruck (32) fiir r,(t, u) mit dem entsprechenden genaue} 
Ausdruck fiir r(t, u). Entwickeln wir (32) nach den Potenzen von t und beschra 
ken wir uns auf die Glieder bis #2, so bekommen wir 


Yo (t, u) = u(1 + ag(u))¢— (1 + aq(u))i2+ .... 


Vom genauen Ausdruck (122) ausgehend, erhalten wir mit derselben Genauigkei 


— his Glieder von der Ordnung ?, dass : 
§ 
r(t, u) = Ke i} rW (t, r, u, v) drdy~ 


vie—P()t __wre—P(u)t e—P)t___p—p(u)t 


+(u—v dy 
P (u)-—p(v) ! (p(u) — p(v))? 


~ ut — 0 (pu) — 9 (w))P 


~ ute PC“)! + ( P(u, y) 


ist. Diese zwei Ausdriicke sind einander nicht genau gleich, sie sind aber von d 
selben Gréssenordnung, da dies fiir P(u), q(u) und 1/a zutrifft. Das zeigt no 
einmal, dass W, sogar fiir t <j schon eine gute Naherung von W ist. 
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Nun berechnen wir mit Hilfe von W, und W, die Dispersion der Ver- 
iebungen um ihren Mittelwert. Nach ziemlich langen Rechnungen erhalt man 


ae 3 
(r — r,(t, u))? = 3ac? |t — re | é (35) 


u2 


— Tp (t, u))? = —[1 + p?@e-?* + (3 — 4pt)e—2P! + (p22 — 2 pt)e—3?!] + 


9° 
a 


ac? 


|3 (pt —1 + e-?t) — eer 4. (2 pt — l)e=P! + e—2Pt — e-*| see 30) 
P c? p 


2 2 2 
Bee cP ee ee (le (2 — 0-7") ||; 
Te 2 ch ie 


(p = plu), q=4q(u))- 


» beiden Naherungen zeigen, dass der Hauptwert der Dispersion bei t > ~ 
2¢ oder, gemiss (10), 6Dt ist, wie es sein muss. Die Naherungen (35) und 


) sind von der Form 


1 


at n*2 


(i = 1, 2) ’ 


(@@—r;(t,u))?=- @; | Yank ct 
: 


P,(s, t) = 6y(t — 3y) ist und @,(s, t) eine passende kompliziertere Funktion 
r beiden Argumente darstellt. 

Man kann auch die Dispersion der Verschiebungen ohne Kenntnis der 
fangsgeschwindigkeit u berechnen. Die mittlere Verschiebung ist in diesem 
e Null, so dass man in erster Naherung 


77 (t) = 3ac? (t — 2a) (37) 


det. Der Hauptwert fiir t > # ist natiirlich wieder 3ac’t oder 6Dt. Bei kleinen 
srten von t erhalten wir jetzt, wie auch nach (35), negative Werte, was keinen 
haben kann. Das zeigt, dass die erste Naherung (8) fur kleine Werte von t 
er zu grob ist. Die zweite Naherung ergibt dagegen 


1 — e— Pit 


HQ) = 5 [fae -— 5 ap + otetr y| T+ 


. aa | u)t)e — Pt 
+ [2u2 (1 — ag (u))— 3a? p (u)] ee as 


plu), q(u), 7(u) serie! durch (17) und (26) gegeben sind. Die Integration: 
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nach u lisst sich nicht elementar durchfiihren. Der Ausdruck lasst sich in dj 


Form 


F3(t) = OTT 20-5?  (s, )ds (38 


Gi Naceeso 


schreiben, wo 


2n* 


s=uje, *=a*n*ct 
und 
T| 1 —e FOR] 
P (3,7) = seF() ~7|7F 0 +S Fi6)— = (Fe) +2F4)| | a | 


La 1—(L41F (se 
of ee — 2s [sF) — FHI] —3FO)| F6) 


ist. Fur kleine t strebt schon dieser Ausdruck gegen Null und fiir grosse ¢ i 
sein Hauptwert 6Dt, wie es sein muss. Der Ausdruck (38) fiir die Dispersid 
ahnelt dem Ausdruck (14) fiir dieselbe Grésse in [7] — die beiden sind linea 


Kombinationen von Funktionen der Form 


AQ=3— (ratiscey! (3 


Der Vergleich der oberen Formeln fiir grosse Werte von t ergibt 


1 a2n*c 
B 


a inte ( 


a 2y 


Dieser von u unabhangige Wert von f stellt jenen in der Langevinschen u 
in der KramMers-CHANDRASEKHARSchen Gleichung [2] vorkommenden RB) 
bungskoeffizient dar, bei welchem diese Gleichungen als beste Naherung 
auf die Wanderung der Gasmolekiile angewandt werden kénnen. Die Ke 
stante (40) ist ein Mittelwert des veranderlichen Reibungskoeffizienten [2] 

Mit Hilfe der Funktion W kann man auch die Korrelation zwischen d 
Geschwindigkeiten eines Gasmolekiils in verschiedenen Momenten verfolge 
Es sei U(t, u, v)dy die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gasmolekiil, das bei t i 
eine Geschwindigkeit u hat, in einem anderen Augenblick t eine Geschwindig 
zwischen v und v + dy erhalt. Natiirlich ist 


U (t,u, v) = | W(t,r,u,v)dr. 
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etzen wir hier W durch (8), so bekommen wir in erster Naherung U = V(u), 
h. es ergibt sich keine Korrelation zwischen den Geschwindigkeiten. Ebenso 
ert das zweite Glied von (27) keine Korrelation. Dasselbe gilt allgemein 

die von der Ausgangsniherung W, abhangigen Restglieder aller nach- 
zenden Niaherungen. Also kénnen wir bei der Berechnung der Korrelation 
Geschwindigkeiten von der Entwicklung (122) ausgehen. Das war iibrigens 
erwarten, da eine Korrelation der Geschwindigkeiten nur bei kleinen Werten 
1 ¢ existieren kann. 

Setzen wir (122) in (41) ein, so erhalten wir 


=U) teen —— PUL t 
U (t, u,v) = 6 (u— ver 4 * <__ P(u, v) + 
P(u) — pv) 


+f (ve) —P(w)) 2-7! + (p(w) Plu) e+ (Plu) —Pe)e=PO™ 
(p(w) — p(v)) (p(u)—P(e)) (P(e) — PY) 


x P(u, w)P(w,v)dw-+.... 

: Hilfe dieses Wertes von U kann man leicht die mittlere Geschwindigkeit 
es Molekiils und die Dispersion der Geschwindigkeiten um diesen Mittelwert 
Augenblick t berechnen unter der Voraussetzung, dass das Molekil bei 
0 eine gegebene Geschwindigkeit u hat. Wenn wir uns auf die in Bezug 
t linearen Glieder beschranken, erhalten wir 


u 


me 


2 
v(t, u) = Sv U(t, u, v)dv= u | 1 — ta2n** | 


u 


Cc 


(v — v(t, u))? = { (v — v(t.u))? U (t,u, v)dv = 


r=} eal Avis 
Cc Cc 


= ta?n*c? 


bei Fj (s),. F2(s) und F3(s) durch (140) und (141) gegeben sind. 
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(ail a aap 


O NEPEMELUEHWUW MOJIEKYJ1 B TASE, II 
Xp. XPHCTOB 


Pe3swme 


B nacrosmen paGoTe JaeTcA HECKONbKO MpHMeHeHH TeX POpMy.1, KOTOpbIe ObLIH 
BefeHbI B MepBolt yacTu craTbu [1]. 
Tlaerca cpequee ycKopeHue MOsIeKyJ1bI, ABH Ky WeHcH C onpeseneHHOii CKOpocTbW. Pesy 
_ TAT ABJIACTCA TOUHBIM, Ha HeTO He BIMAeT NpeANOMOKeHHe (MPHMCHCHHOE U HaMH), 4TO CO 
AHHA MoseKyIbI OOpasy1oT Wenb MapxKosa. Jlanee, ompenenseTcA BbIPaxKCHHe Kooppune 
camoaudpysuu. Tareas npuOnKeHHble POpMyJbI, NPM MOMOLIH KOTOPHIX BOSMOXKHO BbIGN 
neHue BeposTHOcTH mepexota W (t, r, u, v) drdy lipv OombuiMxX 3HAYCHHAX BPCMCHH 1. | 
BpryncATcA ene cpewqHee Mepemenjenue MoeKYyIbI M Qucnepcus Mepememennit. — | 


UBER DIE WANDERUNG DER MOLEKULE 
IN EINEM GASGEMISCH 


Von 


Cur. CHRISTOV 


ITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER BULGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, SOFIA 


(Vorgelegt von L. Janossy. — Eingegangen: 30. III. 1956) 


Es wird die Wahrscheinlichkeit fiir eine gegebene raumliche Verschiebung und eine 
bene Geschwindigkeitsinderung eines einem Gasgemisch angehérenden Molekiils bestimmt. 
diese Wahrscheinlichkeit werden eine Integralgleichung (24), eine konvergente Reihenent- 
Jung (25) und zwei Differentialgleichungen (26) angegeben. Ferner werden verschiedene 
rendungen dieser Formeln gemacht. Als Grenzfall werden einige Formeln fiir die Brownsche 
egung abgeleitet. Es ergibt sich, dass der Stokessche Satz (53) oder allgemeiner (50) bei der 
i). Bewegung nicht gilt. Anstatt dessen gilt die Formel (49), oder allgemeiner (48) 

Die zufallige Wanderung der Kolloidteilchen wurde vielseitig untersucht 
5, 6]. Die Wanderung der Molekiile eines Gases ist dagegen ein mathematisch 
nplizierteres Problem und wurde verhaltnismassig wenig untersucht [7] (S. 
5), [8, 13]. In zwei unlangst erschienenen Arbeiten [1,2] haben wir uns mit die- 
1 Problem beschaftigt. Es sei W(t, r, u, v)drdy die Wahrscheinlichkeit, dass 
Gasmolekiil, das bei t = 0 eine gegebene Geschwindigkeit u hat, nach einem 
ebenen Zeitintervall t eine Verschiebung zwischen r und r + dr erfahrt und 
> Geschwindigkeit zwischen v und v + dv annimmt. In der ersten Arbeit 
en wir eine Integralgleichung, zwei Differentialgleichungen und eine konver- 
te Reihe fiir die Funktion W aufgestellt. In der zweiten Arbeit haben wir 
’ Grund dieser Ergebnisse einige Naherungsformeln fiir W sowie einige ihr 
wandte Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte, die einfache physikalische 
atung zulassen, gegeben. In der vorliegenden Arbeit werden wir uns mit den- 
en Fragen beschaftigen , aber nicht beziiglich eines einheitlichen Gases, son- 
_beziiglich eines Gasgemisches. Wir werden dabei dieselben Bezeichnungen, 
henmethoden und vereinfachenden Voraussetzungen machen wie friher. 
Gasgemisch ist makroskopisch in Ruhe. Die durch die mittlere Anzahl der 
ekiile pro Volumeneinheit gemessenen Dichten n und.n’ der zwei Gaskompo- 
ten und die Temperatur T des Gases sind értlich und zeitlich konstant. 
; Zusammenwirken der Molekiile ist derartig, dass die Molekiile als voll- 
men glatte starrelastische Kugeln, zwischen denen nur die elastischen 
te beim Stoss wirken, betrachtet werden kénnen. Es seien a und a’ die Durch- 
ser und m und m’ die Massen der Molekiilarten. 

Es sei n, die Dichte der Molekiile der ersten Art in einem Abstand a vom 
Molekiils A derselben Art. Diese Dichte ist durch die durch 


telpunkt eines 
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dv dividierte mittlere Anzahl der Molekiile dieser Art gegeben, deren Mittel 
punkte sich in einem Volumenelement dv im Abstand a vom Mittelpunkt von 4 
befinden. Dieser Abstand a ist der minimale Abstand, bis zu welchem sich dil 
Mittelpunkte zweier Molekiile der ersten Art einander nahern kénnen und be 
welchem sie zusammenstossen. Es sei n’4 die Dichte der Molekile der zweitey 
Art im Abstand 

Gia > (a + a’) (1 


vom Mittelpunkt eines Molekiils der zweiten Art. Ahnlicherweise sind n4’ und 
n a’ die Dichten der Molekiile des ersten, bzw. des zweiten Gases in minimaleni 
Abstand d bzw. a’ vom Mittelpunkt eines Molekiils A’ des zweiten Gases. Be: 
kanntlich sind diese Dichten von n und n’ verschieden, und nur bei grosse 
Verdiinnung streben sie diesen Werten [3, 9,10] zu. 

Als erste Hilfsaufgabe bestimmen wir na, na, ma, und ny, als Fu 
tionen von n, n’,a und a’. Dies kénnten wir nach dem KirKwoopschen [10 
oder nach dem BocotsuBovschen Naherungsverfahren [9] tun. Wir benutze 
aber ein anderes Verfahren, das zwar kaum besser konvergiert als da 
BocotsuBovsche, das aber den Vorteil hat, dass schon die erste Naherun: 
fiir alle Werte der Argumente die gesuchten Funktionen qualitativ richti 
wiedergibt. 

Es seien A; (i = 1, 2,..., N) und 4, (k= 1, 2,..., N’) die Molekil 
der beiden Gase. Es seien r; und r;, die Radiusvektoren der Mittelpunkte ung 


dr; , , d 4 < id 
pi age und Py = m a die Impulse der Molekiile 4; und A,. Es seien 


C und C’ die Gebiete, innerhalb deren sich die Mittelpunkte von A; und 4A] 
bewegen kénnen. Auch in dem Fall, wo die beiden Gase in ein- und demselbe 
Gefass eingeschlossen sind, fallen die Gebiete C und C’ nicht zusammen, da di 
Mittelpunkte von A; sich bis auf den Abstand a/2 den Wanden des Gefasse} 
annihern kénnen, die von A, dagegen — bis zu a’/2. Wir werden allgemeine} 
die Gebiete C und C’ als zwei willkiirliche und voneinander unabhangige Gebiets 
betrachten. Wir setzen dafiir voraus, dass die Wiande des Gefasses mit verse ie 
denen Kriaften auf die Molekiile A; und A, wirken, so dass die potentielle 
Energien von A; und A, in Bezug auf das Gefass, wie folgt bestimmt si 


ig 0 fir Cir) >0, Ua; —| 0 fir C’ (ri) > 0, 


~ fir C(r)) <0, ~ fiir C’ (r,) <0. 


— 


Hier sind C(r)>0 und C’(r)>0 die Bedingungen, die der Radiusvektor ein 
‘Punktes r erfiillen muss, damit der Punkt dem Gebiete C bzw. C’ angehért. 
die Molekiile starrelastische Kugeln sind, lassen sich die gegenseitigen poten 
tiellen Energien der verschiedenen Paare von Molekiilen in der Form 
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Pee 0 bei |r, —r,| >a, 
ae 2 Ap A — | aah 
~ bei ir; —rjy|<a, l~ bei |r, —31,!<a’, 

(3) 


Pas Osbeiir r,t d. 


|~ hei 'r;—41r,1<d 


areiben. Die Hamiltonsche Funktion des Gasgemisches ist also 


Lens 1 ee - , 
B= pt > Pet Ua tS Ua, + 
K 


ty are 2m ink i 


SES CEE ys Uc Ua 
ae, Aj Aj = Ay Aj pth Aj AK? 
ij l ik 


sbei sich die Summationen iiber i und j von 1 bis N und iiber k und | von 1 
; N’ erstrecken. Die Gesamtenergie ist 
: 3 
{i Pe Sch NEE 
) k die Boltzmannsche Konstante ist. 

Nach dem Liouvillschen Satz [11] ist dann die Wahrscheinlichkeit, 
ss das Gasgemisch sich in einem Zustand befindet, fiir welchen die Werte 
r dynamischen Veranderlichen zwischen r;, rz, pir pe und vj + dr;, r,--- 


dr;, pi + dpi. pi + Gpx legen, durch 


Ue) (A(x, Tp, Pi> Px) — E) dr; dr;, dp; dp; 
geben, wo 0 die Diracsche Funktion und 


Q= SJ f 6(HG:, re, pi. pe) — E) de; de; dp; apy 


s Konfigurationsintegral ist. Um Vereinfachungen in den Rechnungen bei den 
ellt man gewdhnlich diese Wahrscheinlichkeit 


wendungen zu erzielen, st 
genahert in der Form 


H 

Q-1 e *T dr; dr, dp; dp; (4) 
r, mit 

oi 

C= Dh 14 e ‘T dr; dr;, dp; dp; « (5) 


ch Division dieses Ausdruckes durch das Integral desselben iiber p; oder 


| 
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if 


p; erhalt man, dass, wie bekannt, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekiil i) 


U . . . . . . , 
oder A, eine Geschwindigkeit zwischen u und u + du bzw. zwischen u un 


u’ + du’ hat, durch 


u2 il u’2 
e--@ du bzw. V(u’)du’ = ———e- @zdu’, C)) 


73/2 3 713/23 


V(u) du = 


(c2 = 2kT/m, ce’? = 2kT/m’) (if 


gegeben ist. Dabei sind diese Ausdriicke ohne Riicksicht auf die Geschwindij 
keiten und die raumliche Verteilung der anderen Molekiile giltig. Die Wahi) 
scheinlichkeit (4) ist ein Produkt einer Funktion der Koordinaten r; und | 
und N + N’ Funktionen, die jede nur von einem Impuls p; oder p; abhange: 
Das ist der Grund, weswegen keine Korrelation zwischen den Geschwindigkeite: 
sowie zwischen den Geschwindigkeiten und den Lagen der Molekiile bestehi 
Die Lagen der verschiedenen Molekiile sind aber offensichtlich korreliert, u 
eben darum sind die Dichten ny. n4, n4’ und na, vonn und n’ verschieden. U; 
na: na4,naund ny als Funktionenvon n, n’,a und a’ zu bestimmen integrieré 
wir erstens (4) tiber alle Veranderlichen, ry baw. ry’ ausgenommen. Setzeh 
wir dann anstatt ry bzw. ry den Radiusvektor r eines beliebig gewahlten Punk 
tes von C oder C’, so bekommen wir die Dichten der beiden Gaskomponenten i 
demselben Punkt 


n = N Dyan |remai| > a, | viet | > a’ |r — vil Sld, Cl) > 0, Ci) >O) ye 


Dy, n* (|ti—¥j| > a, |r, —4; | > a’, | ri —Ty ) 


> d, C(r)) +0, C'(r)) >0) 


nm’ NY Dion’ =1 (Fi —¥j| > 4, [thy] > /,) —84| > d, C(ei)>0, C’(r,)>0)e y=" | 
Dyn’ (|ri—1y| > 4, | r,—1;| > a’, |x; —2;,| > d, Cr) > 0, C’(r,) > 0 


Dabei haben wir mit D,,, (p= N—1, N: q=N’—1, N’) das 3(p+q)-dime 
sionale Volumen des im Raume der Radiusvektoren tid b= Lolo 
r, (k = 1, 2,...q) liegenden und durch die in den Klammern stehenden U 
gleichungen bestimmten Gebietes bezeichnet. Die Verinderlichen ry und ry 
falls sie nicht Integrationsverinderlichen sind, werden dabei durch r ee 
Beriicksichtigen wir (2) und (3), so erhalten wir ferner nach (4) und (5), das 


die Dichten n,4 und n’, durch dieselben Ausdriicke (8) und (9) gegeben 


ind 
den zusatzlichen Bedingungen - . 


I7;— | >, Ir, —1y|>d, 
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r, der Radiusvektor von 4 ist. Fiir ny’ und na sind die zusatzlichen Bedin- 
agen 


|r; —¥o| > 4d, |r, —Tot >> a’, 


jetzt ro der Radiusvektor von 4’ ist. Diese Bedingungen kommen dadurch 
stande, dass wegen der Anwesenheit von A bzw. A’ die anderen Molekiile sich 
ht mehr frei in den Gebieten C bzw. C’ bewegen kénnen, sondern ihre Mittel- 
nkte in Abstinden, die grisser als a und d bzw. d und a’ vom Mittelpunkt des 
jlekiils A bzw. A’ sind, bleiben sollen. 

Die mit den Gleichungen (8) und (9) allein oder mit Riicksicht auf die 
sitzlichen Bedingungen (10) und (11) definierten Grissen n, n’, na, Na, Na’ 
d na, hangen von den Parametern N, N’, a, a’,rp, r sowie von der Grosse und 
r Gestalt der Gebiete C und C’ ab. Es ist aber klar, dass wenn wir die Gebiete 
und C’ wie auch die Molekiilanzahlen N und N’ unbegrenzt wachsen lassen, 
sbei wir die Dichten n und n’ konstant halten, die Dichten ny, na, na und 
4’ gegen bestimmte Grenzen streben, die nur von n,n’, a und a’, nicht aber von 
n Ausmassen der Gebiete C und C’, von den Molekiilanzahlen N und N’, 
n dem Radiusvektor r) und von der Richtung s der Verschiebung r—trp 
hangen. Der Punkt mit dem Radiusvektor ry soll dabei genug entfernt von 
n Rindern der Gebiete C und C’ bleiben. 

Die Berechnung der Ausdriicke der Form (8) und (9) bei beliebig grossen 
erten von N und N’ und die Durchfiihrung des Grenziiberganges N, N’> ~ 
id natiirlich sehr schwierig. Da aber der Vorgang sicher konvergent ist, kénnen 
i Ausdriicke (8) und (9) auch bei kleineren N und N’, wo die Berechnungen 
ht allzu schwer ausfallen, als Naherungen fiir n,n’, na, n'4,n, und n’, dienen. 
Gr wablen z. B. C und C’ als Kugeln mit willkiirlichen Radien b und 6’ und 
em gemeinsamen Mittelpunkt in rp. Die gesuchten Funktionen, die die 
chtenna, n’4,n,4’,n'4’in Abhangigkeit von n und n’ ergeben, erhalt man dann 
rch Elimination von 6 und b’ aus den Ausdriicken (8) und (9) und aus jenen, 
e man durch Hinzufiigen der Bedingungen (10) oder (11) erhalt. Mit Hinzu- 
e von N und N’ wird die Bestimmung von 7a, na, Na’ und n’,, genauer. 
Bei der Aufstellung dieser Regel zur Berechnung von ma, 1’ a, Na’ und n'a’ 
en wir angenommen, dass das Molekiil 4A bzw. A’ nicht den Molekiilen A; 
w. A’, angehért, sondern dass es zusatzlich in das Gebiet C bzw. C’ eingefihrt 
ird. Es ware konsequenter, die Molekiile A und A’ aus der Gesamtheit der 
gebenen Molekiile A; und A’;,zu wahlen. Sind die Zahlen N und N’ gross, so 
‘tte dies keine Bedeutung. Bei kleineren N und N’ ist es aber vorzuziehen A 
d A’ nicht aus A; und A’, zu wihlen, da wenigstens fiir kleine n und n’ 
e so erhaltenen Werte von na, 1a, 1a’ und n’,’ sich enger an jene fiir gréssere 
und N’ anschliessen. : : . ; 

Wir werden die Bestimmung von na, n'a, na’ und ny in erster Naberung, 


h. bei N = N’ = 1 durchfiihren. Aus (8) und (9) direkt oder bei Beriick- 
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sichtigung von (10) und (11) erhalten wir } 
Do (6 > 11 > d) alae cae Dio (6 >1, > 4) ; 
r= Se ee ee 


Do (6 > 7, > 4, |r; — sa| > d) 
Dy (| ry—1, | > 4,6 > ry > a,b’ > 7; > ad) 


na = 


Dy (|\r—r | >, <br} <b’) ‘ Dy, (|r1—11| > 4, 1 <br, <b) | 
| 
| 


aM Dy) (b > 1, > a, |r,—sd| > d) ( 4 
“Du (ly—rj|> 4,6 S17 > 4,0 Sri >) 
Fae Do (b’ > 1, > a’,| x’; sd | > d) | 
Diath heath a a ae | | 


be ee Diy (6 > 1, > 4, |r1—80’ |> 4) 
sgt ice b S17 Ck SHS a fee 


Dabei sind 6 und b’ die Radien der kugelformigen Gebiete C und C’,r, und r 
sind die Lingen der Vektoren r,—ry und r,'—r, und s ist der Einheitsvektor, d 


_ die Richtung von I—To bestimmt. Aus Symmetriegriinden sieht man iibriger 


das die ee: in (12) von s nicht eee kénnen. Setzen wir der Kin ir 
- halber Fe 
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ner erhalten wir nach ziemlich langen Rechnungen 


; : 5 £ I 
Do (6 > 1; > 4, |r;—sa| > a) =-—(I—eu’p()), 


u 


De a sd] Say lew’ gl) 
u 


Dib Sy 4,0 > 1 4, [rit d) = 
1 

~(1 —eu(1 — 48 — eu’ + uu’ 7(A)) 
uu 


f0r. (UU 
1 
| ar (l—eu(l+(1 — A)3)— eu’ + eww’ r(A)) fir u’ > u, 


27 «9 3 1 
jae SE AE Danae hy Ck 23 , 
BO vialennté 16 
950-4 21 5 3 
A OT seat ye IGP gs ote 
Uae Pee eG 


Ad20s, 33 93 13 3 3 1 
fi, po eae pier 22 WF Tes agenesis A 
ae US Cee age as 32 h 


Die drei noch nicht berechneten Gréssen D,,, in (12) unterscheiden sich von 


. . , . 
n drei obigen durch Vertauschung von r,, a, b und r,, a’, b’. Um ihre Werte 
bekommen, brauchen wir also nur u, A mit u’, —A zu vertauschen. Also ist 


1 
Dyy (6 > 11 > 4, |t1— 80’| > 4) Sac —eup(—A)) 


il 
Da Abe rae any ad| > d) = —-(eugl=-?) 


Diulbb>n>db >i >e.|n—nl>d) = 


+ (1 — eu — ew’ (1+ (1 + 4)%) + uw’ r (—9)) fir uw’ <u, 
uu 


—*_ (1 — 2eu — ew’ (1 + 4)8 + u'r (—A)) fir uo Sue 
UU 


ese Formeln fiir D,, sind eigentlich fiir 


|b —b’|>d;b>a,a’+d:b' >a,atd 
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d. h. fiir nicht zu stark komprimierte Gase giiltig. Wenn diese Bedingung nic) 
erfiillt ist, kommen noch einige kleine Korrektionsglieder hinzu. Der Einfachh# 
halber haben wir sie nicht hingeschrieben. Da es sich um eine erste Naherut 
handelt, werden wir die Formeln fiir beliebiges n und n’ anwenden: | 

Um na, n'a, na und n’,, zu erhalten, brauchen wir nur diese Ausdriic}| 


fiir Dp in (12) einzusetzen und dann u und w’ zu eliminieren. Das Ergebyy 
lautet 


u See (4) ~~ fiir Wu 
1 — eu(1 — 4) — 2ew’ + eu’ x(a) 
na = , 
3 eck oa fiir u’>u, 
Lese(l ae (1 i)3) eu’ + €2 uu’r(A) | 
(1! 
ie 1 —euq(d) fiir Tee le 7" 
1 — eu(1 — A)? — 2ew’ + 2 uu’ (A) 
n’ a => 
ae 1 — eug(A) far u’>u, 
1 — eu(1 + (1 — 4)) — eu’+ e?uu’r(A) 
wo 
| n n’ fiir Nn i< its 
+ is rita Nios RR WG fiir n’>n 
| 1+ en 1+ en’ 


ist. Die Ausdriicke fiir n4, und n’,; haben. wir nicht hingeschrieben, da sie a 
den obigen durch Vertauschung von n, A mit n’, —A entstehen. 

Man kann leicht nachpriifen, dass diese Ausdriicke qualitativ richtig d1 

Abhangigkeit der Dichten n4 und n’4 von n und n’ wiedergeben. Es reduziere) 

_ sich namlich die Ausdriicke (14) bei grosser Verdiinnung zu n und n’. Sie wachse} 

dagegen unbeschrinkt noch bei endlichen Werten von n und n’, wie es sein mus 


Man erhalt die Dichten n und n’, bei welchen (14) unendlich werden, wenn ma 
die Nenner gleich Null setzt. 


Es sei P(u, v) dtdv die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekiil der ersten A 
A, das sich mit einer Geschwindigkeit u bewegt, einen Stoss durch ein zur ers 
oder zur zweiten Gaskomponente gehdrendes Molekiil im Zeitintervall dt erleide 
demzufolge es eine Geschwindigkeit zwischen v und v + dv 


erhalt. Nach [6 
wenn wir gemass [3] n und n’ durch ny 


und n’, ersetzen, erhalten wir 


“~P (u; v) = Pa(u, v) 4 Py’ (u,v), 
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, h? d?n 4’ ((u+ hw) - w)? 
P ,’ (u,v) = aaa @-- 1 ona (We Vo) (17) 
ee m +m (18) 
2m 


se Wahrscheinlichkeit mit der zusatzlichen Bedingung, dass das stéssende 
jlekiil zur ersten, bzw. zur zweiten Gaskomponente gehort, bestimmen. Es 
en p(u)dt, pa(u)dt und pa’(u)dt die (15), (16) und (17) entsprechenden 
ahrscheinlichkeiten, ohne Riicksicht auf die Geschwindigkeit nach dem 
oss. Es ist bekanntlich [11], (S. 323) 


p(u) = pau) + pa (4), (19) 
=| (20) 


pau) =@nack 


\ 


PA’ (u) = d? TA CeE. fa (21) 
: | C. 
t 
F(s) = \ae- + \x 2s = -| edz. (22) 
sJo 
Es sei nun 
W (t, r, u, V) drdy (23) 


e von uns gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekiil der ersten Art, das 
i t = 0 eine gegebene Geschwindigkeit u hat, nach einem gegebenen Zeit- 
ervall t unter den Stéssen der anderen Molekiile der beiden Arten eine Ver- 
iebung zwischen r und r + dr erfahrt und eine Geschwindigkeit zwischen 
und v + dv annimmt. Die Uberlegungen, nach welchen wir alle allgemeinen 
eichungen und Reihenentwicklungen fiir die Funktion W im Falle eines ein- 
jtlichen Gases aufgestellt haben, sind von der Form der Funktionen p(u) 
d P(u, v) unabhangig. Es wird also auch die von uns jetzt gesuchte Funktion 


der Integralgleichung (*20)* 


W(t,r, u,v) = e—P()t § (r — ut) d(u — vy) + 


t 


+ i) {P(u, wen Py" W (t—t, r—ut, ef v)dtdw, 
': gots 


= 


*Die Gleichungen in [1] und [2] werden mit oberem Index + oder ? bezeichnet. — 


(24) 
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geniigen und die Reihenentwicklung (122) 3 


W (t, r, u, VY) = e~ P(t 6 (r — ut) d (u — v) as 


q 
t 

+ P(u, v)e—PO [ e~PM—OO%Y 6 (vt —r + (u — v)t)dt + ... 5 

™=0 q 

besitzen, wobei jetzt natiirlich P(u, v) und p(u) durch pk und (19) gegebens 
Ebenso gelten hier die eR asap et tem Ae i 

Wi+u-W,= ted gy (a) 1 aN) 

ae i 2k +)! ‘ i) 


Wty WS a AVE WAN, | 


wobei jetzt die Koeffizienten A,)(u) durch die Gleichungen (#31) | 


utht! Ay = Ay tk, tl = Ay ted 38 = | 
und Ay 


— Ay 2kzn_ 2k = (—1)" any ctt! Fk S (1)? ng et het eee | a 
: . Co aa 
bestimmt sind. Die Funktionen FX(s) sind wieder durch 037) und pa) 


: 2h)! nee pe we (— <1" yb 1) Lett re oa 
Fk (3) =4 ee): Pad 
safes uss ey i oe = 2)" 


: ies fastens Fin 
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ei anstatt (75) 


Badr FY | = (32) 


hi 


9 
u c 
| + an,— FY 
7 


Cc u 


Cc 


Die Funktion F; (s) ist aus der allgemeinen Formel (29) zu bestimmen und 
durch (140) gegeben. Daraus ersieht man leicht, dass der Reibungskoeffizient 
i kleinen Geschwindigkeiten gegen einen endlichen Grenzwert strebt und bei 
ssen Geschwindigkeiten proportional der ersten Potenz von u wichst. Wie 
2] erértert war, kann die vereinfachende Annahme, dass die Zustinde von 
ine Markoffsche Kette bilden, die Genauigkeit von (31) und (32) nicht stéren. 
se Formeln sind also vollkommen exakt, freilich unter den am Anfang der 
yeit gemachten Voraussetzungen tiber die Natur der Gasmolekiile. 

Um den Diffusionskoeffizient D der Molekiile der ersten Art im Gasge- 


che zu finden, kénnen wir auch hier die Gleichungen (715) 


Be 2 Beat u2V (u)du + Meyda = ie: wV (u)du 
> 2 p(u) | a Jp - we 2 (33) 
3 elu) 
| p(u) 
1 (710) 
co (34) 


viitzen, wo jetzt V(u) durch die Gleichung (6) und p(u), q(u), r(u) durch 
*) 


p(w) = i) P(u,v)dv, uq(u) = J vP(u, v)dy, u?r(u) = J &P(u, v)dv (35) 


eben sind. Die Darstellungen (216) sind hier nicht mehr giiltig, da P(u, v) 
t durch (!4) sondern durch (15) gegeben ist. Um die in diesem Fall giiltigen 
driicke fiir p(u),q(u) und r(u) zu erhalten, brauchen wir nur den Koeffizient 
*c¢ in (216) durch d’na‘c’ zu ersetzen und an Stelle der Funktionen F(s), 
(s), Fp(s) und F 3(s) die komplizierteren Funktionen 


1 1 ars 
s) FAR (0), FY (os) + APY) Paes) + APUS). Fle) + APO) 
SL, CTE (37) 
5 Oe m d?n’ ac’ 
zufiihren. Wenn wir gemass (717) und (726) 
; | z AcH 
Bo 1et¥ udu BESS fer ee i fue wV(udu= — 1, 

J\ p(u) \x p?(u) |xd?n’ (38) 


An 
S 2 — ein I | : V(u a = ———— I 
| J ar eee yaae 7 NG Oe rare 


4 


a a ng 
aes _ 
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und 


ansetzen, wobei die Gréssen I,, I,, Ij und I durch (718) beim Ansatz (| 


gegeben sind, so ist die Gleichung (?21) 
2I,y? — (32 — 21,)y + Ip = 90 (- 


auch hier giiltig. Nun sind aber die Koeffizienten I,, [;, J, und J nicht mq 
Konstanten wie in (221), sondern sie stellen gegebene Funktionen von x und 
dar. Es ist klar, dass J, immer positiv ist. Wenn wir uns nur auf den Fall m>n 
d. h. x<1 beschranken, kénnen wir beweisen, dass auch J, positiv ist. Dad 
ist der Fall, wo (40) eine positive und eine negative Wurzel hat, ausgeschlossq 
Es ist uns aber nicht gelungen, allgemein zu beweisen, dass der Koeffiziej 
3I—2I, auch positiv und gross genug ist, um die beiden Wurzeln von (4 
positiv zu machen, obzwar das sehr wahrscheinlich aussieht. Trifft das zu, | 
haben wir die kleinere Wurzel von (40) zu wahlen, um D und @ nach (39) zu H 
rechnen, da y eine stetige Funktion von x und A sein soll, die bei x = 1 in d 
kleinere Wurzel y, (222) von (?21) tibergeht. Um die Zweideutigkeit der Léswi 
von (40) zu vermeiden, ware es wohl zweckmissig, wie in [2] die Relatia 
(34) durch die auch hier giiltige Gleichung (?25) zu ersetzen. 

In der Literatur gibt man fiir D gewohnlich den Wert 


2 nic’ t+n’le 
(4| 


ef) et stake 
3/x es a | 


[5], [11]. Hier sind Lund I’ in erster Naherung die freien Weglingen der beide 
Molekiilarten und in zweiter Naherung, wenn man die Persistenz der Geschwi 
digkeiten beriicksichtigt, sind sie lineare Kombinationen der Weglangen, wob: 
die Koeffizienten der Kombinationen gegebene Funktionen des Massenverhili 
nisses sind. Es ist klar, dass der Ausdruck (41) nicht genau mit dem von wr 
gegebenen zusammenfiallt. Kine nahere Diskussion der allgemeinen Formel 
(39), wo y durch (40) gegeben ist, werden wir nicht geben. Wir betrachten m 
den Grenzfall, wo n viel kleiner als n’ ist, so dass wir die Zusammenstisse ZW 
schen den Molekiilen der ersten Art, deren Diffusion wir untersuchen, vernacl 
lassigen kénnen, d. h. wo wir P, == 0 setzen kénnen. Die zweiten Glieder i 


(36) fallen dann fort, so dass fiir die Koeffizienten der Gleichung (40) die einfach 
ren Ausdriicke 


rita 1 . 
[Pe FY(xz) — itis (F3 (x2) + 2F} (xz)) 


ne F(z) 


se-“dz , 


0 
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‘7 F (xz) — 77 — F(x) 
I, (*) | fs ate" dz, 
F?2 (xz 
2. (2) 
ys A » 272] 
el ipeyane (42) 


-en. Hier sind h und x durch (18) und (37) gegeben. Der Diffusionskoeffizient 
st immer durch (39) gegeben, wobei y eine Funktion von ~ (37) ist. Fiir den 
: betrachteten Fall erhalt man aus (41) 


2 c edd Feed 
3a a dn’ 1+ yu iiss 


: 
77 eine im Intervall 0—1/3 variierende Funktion von % ist.[5,11]. Der von 


, durch (39), (40) und (42) gegebene Ausdruck fiir D fallt nicht mit der Litera- 
angabe (43) genau zusammen. Die beiden Ausdriicke sind aber von dersel- 


Gréssenordnung. 

Nun bestimmen wir explizite Ausdriicke fiir D in den beiden extremen 
en x > lund x <1, d.h. wenn die Massen der diffundierenden Teilchen 
kleiner oder viel grésser sind als jene der Teilchen, unter deren Stosse sie dif- 
dieren. Nach (18), (29), (30) und (42) erhalten wir fiir x > 1 


yeas 
h x 
) = xx 1 + aa F(x) = 7 a1 | : ERIC 1+ 
2x2) ” ; 2 x a : 
I,(#) =0 I(x) =0 fi (ee RSI pape 
2(%) ite ee 1) = ? 0 = Aor 70 22 ? Livny Don 


a fir x <1 


i 
— = 2x? (1 — x), 
; ( ) 
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FY) + 2F (x) =2)/ a1 


a 1 
S Lethe 0/. eT #\1 — 42), 
F(x) = 2 (1 a : x), Fi(x) = 5 | + 5 


so dass die Gleichung (40) die Form 


£3 y— 1 tea) firs le Sa eed - = ny 5 —- = 0 furx 
27% Ao | x? Bi! 8 


annimmt. Im Falle x > 1 reduziert sich also die Gleichung (40) zu einer line! 
Gleichung, die eine positive Wurzel hat. Falls x < 1 hat sie dagegen 4 
positive Wurzeln. Nach den oben gegebenen Regeln muss man die kleii 
bentitzen, so dass 


: 3 3c3 
: nie te? Dae pire 


6 Yax  6V/ne l6/a2  l6/xe 


3c” _ 
= — as fir x>1, a= ete fur cette ( 
3 an’, Cc y\x d? n’, c? | 
c - 3c’ ' 

6nd? ni,’ 16 xd? ny 


Aus (43) erhalten wir dagegen 


2c c’ 
peat ace Cera cent |) as a cl Wana § pm ee TD Tir 9-72 ee é 
30x | d2 n’ 2a |x d? n’ 


Man sieht, dass der Unterschied zwischen (45) und (46) bei x => 1 wie auch! 
* <1 nur im Zahlenwert der Koeffizienten besteht, so dass sie von derselk 
-Gréssenordnung sind. Wie wir am Ende der Arbeit sehen werden, 
Wert von D bei x < 1 auch mit Hilfe der Gleichung von KRAMERS un 
RASEKHAR berechnet werden, ohne dabei d 
(710) und (714) zu beniitzen. Das Ergebnis 
Das beweist den Naherungscharakter der F 
-exakt angegeben wird [11 ]. Dies liefert auc 
bildung (714) richtig sein kann. 


kann ¢ 
d Cuan 
ie nicht streng begriindeten Ansa 
fallt mit (45) fiir x <1 musamm 
ormel (46), obwohl sie manchmal 
h einen Hinweis, dass die Mittelwe 
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Wie in [2] erértert wurde, erméglicht die Entwicklung (25) die effektive 
echnung von W nur dann, wenn ¢ kleiner oder héchstens von derselben 
ssenordnung wie die mittlere Zeitdauer des freien Fluges des Molekiils t 
Um Naherungsformeln fiir W in dem wichtigen Fall t > ¢ zu finden, brau- 
n wir nur die Formeln (?8) und (?24) zu nehmen. Nur die Parameter a und D 
| die Funktionen p(u) und P(u, v) entnehmen wir (15), (19) und (39). Ferner 
nen wir die mittlere Verschiebung, die Dispersion der Verschiebungen um 
on Mittelwert und die Korrelation der Geschwindigkeiten eines Molekiils zu 
schiedenen Zeiten wie in [2] berechnen. Deswegen brauchen wir sie hier 
ht noch einmal durchfiihren. 

Nun betrachten wir ausfiihrlicher den Fall, wo anstatt der Molekiile des 
ten Gases irgendwelche andere starrelastische kugelférmige Teilchen vorhan- 
1 sind, die zwischen den Molekiilen des zweiten Gases suspendiert sind und 
en Masse m viel grisser als jene der Molekiile der Gasphase m’ ist. Dieser 
ll ist wichtig, da er bei der Brownschen Bewegung der Kolloidteilchen in 
sen verwirklicht ist. Nach (18) und (37) haben wir also 


2 
oF elon 5 arias : atl (47) 


aber u ~ ¢ ist, finden wir dass u/c’ < 1 ist, so dass mit Riicksicht auf (140) 
a die Gleichung (32) auf 


' ‘. a 7 2 
p= * range ™ + tng P| 
3 m u 


ae 


(48) 


c / 


luziert. Man sieht, dass in diesem Falle der Reibungskoeffizient fp aus zwei 
‘len besteht. Der erste ist der Dichte n’4 proportional und hangt nicht von der 
chwindigkeit u ab. Er stellt die Reibung zwischen den Kolloidteilchen und 
Gasmolekiilen dar. Der zweite Teil ist der Dichte n4 proportional und hangt 
entlich von u ab. Er stellt die Reibung, die von den Zusammenstéssen zwi- 


C0 lee - 
en den Kolloidteilchen selbst herrihrt, dar. Da FY re von der Gréssen- 


ung 1 ist, sehen wir, dass wir das zweite Glied in (48) nur dann ver- 
hlassigen kénnen, wenn 

dn‘, c’'m’ > anacm 
Da wir aber nach (1) und (7) @ <@ und cm’ =m, also auch d ~ a/2 
en, finden wir, dass man hei der Brownschen Bewegung die Zusammen- 


sse der Kolloidteilchen vernachlassigen kann, wenn nicht nur n <n’, son- | 
die strengere Bedingung n2m' > n?m erfillt ist. Wenn dies zutrifft, so 


yen wir 


Acta Physica VII/1 


4 


for 
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VRP m’ 


$e 2 
8 £ Tha 3 (49) 


Qos eee 
R= Vind? n’, — = — 2a a?- 


m 


Diese Formel, wie auch die urspriingliche Formel (32), ist exakt — wie in [2] be- 
wiesen wurde, kann sie nicht von der vereinfachenden Annahme, dass die Zu- 
stinde von A eine Markoffsche Kette bilden, betroffen werden. 

‘In der Literatur iiber die Brownsche Bewegung gibt man fir 6 den Aus- 


druck 


6 dy 
=e 50 
i mf (I/d) So 


wo die Zahigkeit 7 und die freie Weglange 1 durch 


0,499 /2 m’c’ ; 1382eo 


a \ x a RE ay2 n'a”? 


gegeben sind, und mit f(s) eine empirische Funktion von der Form mit 


ther Ethe» 


A= 0,898, ° B= 0,312, °C = 2,37 (51) | 


bezeichnet ist [12]. Bei d <] haben wir aus (50) 


Be oe AB: 0,499 - Vx d2n’c? 
si] SBA aR agen 


Bei d >/ erhalten wir dagegen 
By = 6x dn/m . : (53) 


Man sieht, dass die Formeln (49) und (50) verschieden sind. Wenn die Dichte 
des Gases n’ so klein ist, dass wir n’ a’? < 1 haben, so kénnen wir nach (14) 
na gleich, n’ setzen. Der Vergleich von (52) mit (49) zeigt dann, dass wenn die 
Kolloidteilchen klein in Bezug auf die freie Weglange sind, die Formeln (49) 
und (52) zusammenfallen, wobei man fiir 4 + B den Wert 1,625 erhalt, der sich” 
nicht sehr von dem mach den empirischen Angaben (51) berechneten Wert} 
oe Se AbEE a Wenn die Kolloidteilchen gross in Bezug auf | sind ante 

er Vergleich von (49) und (53), dass 6 und hi i cedhel 
aaah en Bo verschieden sind, so dass ihr 

B  40a’*dn’, 


B 3¥20,409 (54) 


lent! 


(52) 


’ 
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hat. Falls das Gas verdiinnt ist, so dass wir n4 = n’ setzen kénnen (die Bedin- 
gungen | > d und n’ a® <1 sind vertraglich), wird das Verhaltnis (54) d/l 
proportional. Dieses Ergebnis beweist, dass der Stokessche Satz im Falle der 
Brownschen Bewegung nicht streng giiltig ist. Der Mittelwert der Beschleuni- 
gung ist eigentlich auch bei der Brownschen Bewegung der Geschwindigkeit 
proportional, so dass der Reibungskoeffizient — ph a einen von u unabhangi- 
u t 
gen Wert hat. Dieser Wert ist aber bei der Brownschen Bewegung durch (49) 
und nicht nach dem Stokesschen Satz durch (53) oder allgemeiner durch (50) 
gegeben. Der Reibungskoeffizient bei der Brownschen Bewegung ist grésser als 
der Reibungskoeffizient nach dem Satz von Stokes. Das Verhaltnis 6/8) nimmt 
mit n’ zu. Die Ursache fiir die Nichtanwendbarkeit des Stokesschen Satzes 
auf die Brownsche Bewegung ist die folgende. Bei der Ableitung des Stokesschen 
Satzes nimmt man an, dass das Teilchen, dessen Reibungskoeffizient gesucht 
wird, der Wirkung einer dusseren Kraft unterworfen ist. Demzufolge entsteht 


nach den Gesetzen der Aerodynamik eine Mitfiihrung der benachbarten Molekiile, 
so dass die mittlere Geschwindigkeit in der Nahe des Teilchens von Null ver- 
schieden ist. Bei der Brownschen Bewegung ist das Bild ganz anderes. Aussere 


Krafte wirken nicht. Die Verteilung der Geschwindigkeiten der Molekile in 
der Nahe eines Kolloidteilchens ist wie bei den entfernten Molekiilen durch das 
Maxwellsche Gesetz (7) gegeben, so dass die mittlere Geschwindigkeit der Gas- 
molekiile in der Nahe des Teilchens wie auch in grésseren Abstanden Null ist, 
wie gross auch die augenblickliche Geschwindigkeit des Kolloidteilchens sei. 
Die Abwesenheit von Mitfiihrung des umgebenden Gases bei der Brownschen 
Bewegung erklart die Erhéhung des Reibungskoeffizienten. Die Brownsche Bewe- 
gung existiert natiirlich auch, wenn die Teilchen ausseren Kraften unterworfen 
sind. Und doch ist in diesem Falle der Reibungskoeffizient (53) und nicht (50) 
massgebend. Die Ursache dafiir ist, dass die erste Reibung durch —fy uy und die 
zweite durch — fu gegeben ist, wobei die makroskopische Geschwindigkeit 
u, praktisch viel grésser als die thermische u ist. Die Richtung der letzteren ist 
dabei rasch veranderlich. Die Abschatzung des Verhiltnisses (54) im Falle, wo 
die Dichte n’ gross ist, so dass n’,4 und n’ verschieden sind, bietet gewisse 
Schwierigkeiten, da wir fiir n’, nur den Naherungsausdruck (14) haben. Es sei 
noch erwahnt, dass bei Zunahme von n der erste Faktor in (54) zunimmt und der 
zweite abnimmt, so dass bei grossen Dichten n, was 2. B. in dem experimentell gut — 
bestatigten Fall der Brownschen Bewegung in Flissigkeiten zutrifft, und fo 
sich nicht sehr unterscheiden kénnen. 

Man sieht leicht, dass der Reibungskoeffizient 6 (49) und der Diffusions- 


_koeffizient D (46) bei x < 1 durch die Relation 


28 Dc? 


verkniipft sind. Dieselbe Relation befriedigten auch der Reibungskoeffizient Po 


6* 
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und der in der Literatur gegebene Wert des Diffusionskoeffizienten der Brown- 
schen Bewegung D). Daraus folgt, dass die oben gegebene Untersuchung des 
Verhiltnisses {,/f sich unmittelbar auf das Verhaltnis D/D, iibertragen lasst. 
Man kann nur nicht behaupten, dass der Wert (45) von D von der Markovisierung 
nicht betroffen ist. 

Endlich untersuchen wir die Vereinfachungen der Gleichungen (26), die 
man im Falle der Brownschen Bewegung, d. h. wenn m>m’' und n*m <n’'*m’ 
ist, durchfiihren kann. Mit Riicksicht auf (47) erhalten wir erstens nach (30) 


si + 1) fiir gerades J, 


Yj (s) = 


| ve ea !/2s/ fiir ungerades 7. 


Die Gleichung (30) zeigt dann, dass die Glieder der Summe (29) von der Grés- | 
senordnung s”** oder s" sind. Die Entwicklung von F*(s) enthalt also keine | 
negativen Potenzen von s. Wie leicht aus (*36) ersichtlich ist, stellt Fy (s) eine | 
gerade Funktion bei geradem n und eine ungerade Funktion bei ungeradem n dar. | 
Folglich ist der Hauptwert von F, “(s) bei geradem n s proportional, und bei | 
ungeradem n ist er eine von s unabhiangige Konstante. Dann erhalten wir nach 


(28) und (29) 


1 a 5 a . 
Gio cole haw 20028 Gta bei geradem n, 
KeKZe 


Oo chatees DSc ety coat bei ungeradem n. 


Die Grissen A,, A,,, Ax, sind also c’ umgekehrt proportional. Alle anderen | 
Gréssen A,2k,; sind héheren Potenzen von c’ umgekehrt proportional. Sie kén- . 
nen also nach (47) vernachlassigt werden. Bei x < 1 erhalten wir aus (28) | 


so dass gemiiss (27) 


so tee 8 a ay Cc De : ce! : 
Agi = ey hier An hey at , » Ag, = 0 (59), 


c’ ua 


§ 
ist. Alle anderen Koeffizienten A,; sind zu vernachlassigen. So reduzieren sich die 
Gleichungen (26) zu 


2 
W,+0- es — do, Vo 2 W + <- Asg (0) de W 


<i ad : 
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und 
5 
Pe We Aa a “— Ag (u)AuW , (56) 

wobei 4), und A, durch (55) gegeben sind. Diese Gleichungen fallen mit der 
Gleichung von KrAMERS und CHANDRASEKHAR [6] und mit ihrer konjugierten 
Gleichung zusammen. Somit haben wir eine neue, rein gaskinetische Ableitung 
dieser Gleichungen gegeben, ohne die kinematisch nicht begriindete Langevin- 
sche Gleichung zu beniitzen. Es hat sich dabei ganz zwanglos ergeben, dass die 
Koeffizienten vor den héheren als den zweiten Ableitungen von W in der Glei- 
chung verschwinden. 

Die Koeffizienten A , und Ay, in den Gleichungen (56) sind bekanntlich 
mit dem Diffusionskoeffizienten D, der mittleren Geschwindigkeit c, der Kon- 
stante « und dem Reibungskoeffizient 6 folgendermassen verkniipft 


282 D = u? A,, . B=— App ap ==10, 


Ersetzen wir hier Ay, uno Aj) durch ihre Ausdriicke (55), so erhalten wir fiir 
a, B und D genau die Ausdriicke (49), (44) und (45) fiir x > 1. Das ist ein 
Hinweis auf die Richtigkeit der Ansatze (110) und (114), die bei der Ableitung 


von (56) nicht beniitzt wurden. 
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© NEPEMEUIEHHU MOJIEKYJI B TASOBOM CMECH 
Xp. XPHCTOB 
Pe3wmMe 


‘OnpemensetcA BePOATHOCTh olpenesreHHOrO MpoctpancTBeHHOrO mepemenleHuA UM 
ompeAesIeCHHOro M3MeHeCHHA CKOPOCTH MOJICKYJIbI, npHHaAre Kaen ra3s0BOH CMeCcH. Ilo STOMY 
Bompocy WaeTcA: OMHO MHTCrpasIbHOe ypapHenue (24), OHO pasOKeHHe B cXOMAMMNCA 
pan (25), uw Apa AudepenuMasbubix ypapuenua (26). Jfanee, moKasaHbl pasMuHble Tpu- 
MeHeHHA 9THX (opMys. BeiBomMTCA HECKOJIBKO tbopMy1 OpoyHoBcKoroO ee ee Kak 
npemenbuble cryyan. B pesybTaTe nosyyaeTca, YTO TeopeMa Crokca (53), um B Oomee OOIEM 
puge (50), He NpHMeHuM B Cilydae OpoOyHOBCKOrO WBH)KeHHA. BmecTo 9Toro MIpHMeHHMBI (Pop- 


mybt (49) ,vmM B Oomee oouem Bue (48) u (32). 


THE SPEECH NOISE AND ITS SPECTRUM 


By 
T. H. Tarnoczy 


POST RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST 


(Presented by A. Szalay. — Recei¥ed 16. IV. 1956) 


By recording on one magnetic tape the simultaneous utterances of several talkers through 
several channels, we have obtained a noise that is constant in time and continuous in frequency, 
and renders the average spectral components of speech more faithfully than other methods 
hitherto applied. Such speech noises are open to analysis, and their spectra can thus be deter- 
mined. 

The advantages of the method are: 1) the integration needed for determining the long- 
time spectrum can be reduced to a few seconds; 2) the noise can be treated as a statistical 
noise constant in time; 3) the noise does not contain any line spectrum elements ; 4) it improves 
the signal-to-noise ratio even under a normal force of utterance. 

It was shown that the speech spectrum of a certain language may be looked upon as 
being representative of the language in question. Long-time speech spectra obtained by this 
method were used to compute the average loudness level of a single person. The method can 
be used to find the characteristic spectra of certain speech sounds and of individual pronun- 
ciation. 


Introduction 


Speech is a sequence of sound signals, the basic frequency, intensity 
and spectral distribution of which vary from instant to instant in the course 
of speech. Among the three, the most important property is the spectral distri- 
bution, since within certain limits it is independent both of basic frequency 
and of intensity, and because it is characteristic of the quality of the speech 
element (sound or syllable) uttered during the time interval under investigation. 
These variations have been studied in detail with the visible speech appa- 
ratus [1]. ; 

The sound signals that constitute speech show different spectral cha- 
racters. The sounds of resonant character show line spectra, those of a noise 
character show continuous spectra, while the voiced noise sounds contain 
both types. The pauses between words belong to a fourth type when only the 
effect of the ground noise appears. Consequently only a longer interval of 
speech can be looked upon as a statistical noise, and thus only such longer 
intervals show the spectral distribution characteristic of speech in its entirety. 

The curve of spectral distribution completely characterizing speech 
— in short: the speech spectrum — can be determined by means of statis- 
tical methods. A certain amount of sound pressure can be considered within 
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(2) 
(oa) 


a certain time interval and within frequency bands that form a ey of the 
overall frequency range of speech transmission. The speech ees is eee 
either by statistical evaluation or by an automatic averaging of the meas 
data. The results will depend on the circumstances and methods of the experi- 
ment. The circumstances of the experiment include the acoustic pce of the 
environment (dead room, diffuse sound field, etc.), the been properticg 
of the speech examined and the peculiarities of the talker’s pronunciation. 
These factors will be subjected to detailed examination later. The method 
of measurement is determined 1) by band width, 2) by the system ines 
sound pressure, and 3) by the intervals during the experiment. A few remarks 
will have to be added on the last three factors. 

1) A few investigators treated the influence of the applied filter bands. 
_BErANEK and others [2] stated that for the analysis of noise spectra the band | 
width must be wider than the critical band width of hearing but narrower | 
than 600 mels. Mintz and Tyzzer [3] analysed various sounds and noises | 
in 300 mel, 600 mel and octave bands. From the results they computed loud- | 
ness. The loudness computed from the octave bands fell between those of 


the other two; the results from the 600 mel bands were, on the average, by 
6 phons lower than those of the 300 mel bands. It is interesting to notice that 
the loudness data for the 600 mel bands were the highest in the middle fre- 
quency range (200—700 cps) differing thus from the other two bands that 
agreed on the whole. It is not unlikely that the optimum filter band widths 
for plotting the correct spectrum and for an exact computation of loudness, 
are neither a constant percentage of frequency, nor a constant mel band 
width. The employment of optimal filter bands, however, is not needed in view 
of the experimental accuracy achieved at present; the octave filter serves 
our purpose and is convenient. 

2) The sound pressure measuring instruments, depending on the charac- 
ter of their rectifiers, give effective, peak or average values. When measuring 
statistical noises, an ideal peakmeter measures 12 db more, while an average 
meter 2 db less (1 db less when calibrating with a sinus sound), than an effective 
meter [4]. These deviations are, however, of no consequence when the same 
instrument is used to determine the relative levels, but they must be considered — 
when results are compared that have been obtained from various measure-_ 
ments. To plot a long-time speech spectrum, the time integral of sound pres- | 
sure is needed. The influence of the integrators on the results was treated - 
by Srevens, Ecan and Minter [5]. The dispersion in the results obtained — 
by linear and squarelaw integrators and a graphic recorder, was within + 2 db 
from the average. When measuring the components of instantaneous spectra, 
we meet difficulties such as e. g. the time constant of the filter circuits. ee 
there have been two ways left to determine the speech spectra: on the one 
hand, a subsequent measuring of the sound pressures of short intervals (e. g. 


“Ss. 
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/, sec) and a statistical evaluation of single measurements taken over a longer 
ime; on the other hand, a direct measurement of the long-time average of 
ound pressure or its computation by graphical means. There is not much 
ense in measuring instantaneous sound pressures since the auditory organs 
hemselves have a certain degree of inertia. The time lag of hearing is about 
100—150 msees. and for this reason it is useful to choose 1/g see when measuring 
short intervals [6]. In this case the statistical evaluation is based upon those 
band levels that fall within 4/, sec intervals of the speech investigated. The 
determination may be performed either by computation or by means of elec- 
tronic devices. The other method mentioned, i. e. the determination of time 
integrals, consists of measuring the long-time average band levels of speech, 
as e. g. by means of a highly ballistic fluxmeter [6]. 

The methods so far mentioned have been employed by numerous authors 
in order to determine values of speech spectra averaged from the pronunciations 
of one or two talkers. The paper mostly referred to in this relation is that 
of Dunn and Wuire [7], and it is considered a standard work. Previous to 
the publication of this paper only few and incomplete data could be found 
on the spectral distribution and the shape of the speech spectra [8]. Since 
then, many other investigators have been attempting to determine the speech 
spectra by similar methods, among these FRENCH and STEINBERG [9], STEVENS, 
Ecan and Mixer [5], Ruposs at al. [10], Benson and Hrrsu [ll], Bykov 
[12] and Sremnxocter [13]. Bykov’s acrticles refer to Russian, the others 
to English speech. The present paper deals with the spectrum of Hungarian 
speech, and, it may be added, by using a method which is simple and seems 


to be new. 


Principles of measuring speech spectra 


Speech may be taken to be a peculiar property of the individual, a regional 
peculiarity of a human group (language group) and an universal peculiarity 
characterizing humanity [14]. 

The individual characteristics of speech are: individual force of utter- 

ance, height of voice, timbre, articulations, speed of utterance, mannerisms, etc. 
The speech spectrum of an individual speaker contains all these characteris- 
‘tics, and thus individual speech peculiarities can be quantitatively expressed 
in their deviations from the average established for the language investigated. 
Measurements of individual deviations can be carried out under well defined 
circumstances and by means of highly accurate instruments. These investig- 
ations are mostly of anthropological importance. 

Measurements giving averages for language groups, which are therefore 
characteristics of the language itself, are of great importance from the point 
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of view of physics, phonetics and sound transmission techniques. It is com-4 
monly known that a sound system and the relative frequency of speech sounds, 
differ from one language to the other. It is likely, therefore, that the speech 
spectrum also registers the characteristics of the language in question. To 
demonstrate this assumption the relative frequencies of English and Hun- 
garian speech sounds have been compared. The results were plotted in Fig. 1 3; 
the values for English were taken from DEwry’s data [15], the values for Hun- 


Z), English 
EY Hungarian 


RELATIVE OCCURRENCE IN % 


Fig. 1. A comparison of relative frequency of English and Hungarian sounds 
The phonetic symbols are those of the IPhA. , 


garian were obtained as an average from five authors [16]. The comparison 
presents difficulties due to the deviations in the sound systems of the two 
languages. The notation of the sounds follows that of the IPhA [17] (Inter- 
national Phonetic Association). In a few instances Hungarian and English 
sounds, only slightly differing in timbre, were entered in one column neal 
in other instances affricates and diphtongs were broken up into their Cancel 
elements and thus plotted. Such arbitrary grouping could have been avoided 
only if the frequency statistics had been compiled on the basis of a ph ‘i ' ; 
transcription both narrow and equivalent. It can be seen from Fi at e 
the deviation between the sound statistics of the two languages are ee . 
rous than are the coincidences. If the differences in sound uae a 
types of syllables is added, then we can predict with a high probable? ec 


the average speech spectra for the two languages will 


AS sho eoeoae 
Pe oes Ww characteristic 
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The universal characteristics of speech may be found in a composite 
seech spectrum that would contain all the common characteristics of every 
ngle language. Such investigations are of particular importance in telecom- 
1unication, as e. g. in the planning of international telephone networks. But 
roblems of this type are still a matter for future investigations. 

In view of the technical facilities of research today, speech as a physical 
henomenon can, in the first place, be examined as a characteristic common 
o human beings of the same language community (regional characteristics). 
When examining the characteristic speech spectrum of a language community, 
he investigations have to satisfy the following requirements : 

(1) The investigations should be performed with a great number of per- 
ons in order to eliminate the individual speech peculiarities when the average 
s to be established. 

(2) The passage to be spoken should approach as far as possible the sta- 
jstical distribution of speech sounds typical of that language in order to obtain 
1 speech spectrum really characteristic. 

(3) The text should be long and diversified in topics so that the factors 
of emphasis would not influence the result to an appreciable extent. 

Ad (1). The speech patterns of Kopp and Green [18] recorded from the 
same words and sentences by the visible speech method, show a wide disper- 
sion in articulation all over English-speaking territories. Dialects of languages 
spoken over wide territories may thus be examined by means of speech spectra. 
In smaller language territories, the dispersion in articulation is far from being 
so wide, but should, nevertheless, not be left out of consideration. The present 
investigations, carried out on 3] men and 31 women, are based upon the charac- 
teristics of the Hungarian pronunciation of Budapest. 

Ad (2). The standard English sentence about Joe* used in certain former 
investigations, though it may be used for comparison, does, however, not meet 
requirement (2) given above. Eleven of the English sounds with a total rela- 
tive occurrence of 17% in DEWEY’s statistical tables are not at all included 
in the Joe-sentence whereas those that have been included are not represen- 
tative as to their proportional occurrence in the language.** Thus in the Joe- 
‘sentence the i sound is met with in 2,7°%, whereas its occurrence in English 
‘amounts to 7,9%3 the i} sound is present in 5,4%, though its eecurrence in 

English is seven times smaller, i. e. 0,82; ete: 


Ad (3). Longer test passages not only eliminate the emphatic factors 


of utterance, but ensure, automatically, that the linguistic statistics are being 


* «Joe took father’s shoe benchout ; she was waiting at my lawn’’. 
**Tt is suggested that in subjective acoustic investigations the test passage should 
be prepared by keeping the linguistic statistics In mind with special regard to sound occurrence, 


sound combinations, syllable distribution, etc. The Hungarian Standard of intelligibility scores 
(MNOSZ 3392/1954) were already drawn up along these principles. See also reference [16]. 
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more or less complied with. But even in such cases the test elas ough 
to be subjected to a critical survey. No WEL pox that eons too mh 
repetitions and foreign words should be used for reading. Poetic texts are ally 
unsatisfactory since they contain pauses at regular intervals, a recurring 
rhythmical pattern and repetitions of similar types of syllables. 


Definition and properties of speech noise 


It has already been mentioned that speech cannot be dealt with in a sat 
factory way as a statistical noise unless it is examined over a longer time interval 
As to the time of integration, it is advisable to set up a 100—1000 fold mul 
tiple of the longest period found in the speech pattern. The longest periog 
of continuous speech must be looked upon as being the time of a syllable, i. «| 
integration must be extended to the order of magnitude of a minute. Th 
average time data of Hungarian speech have been tabulated in Table I. The 


Table I 


Average time data of elements in Hungarian speech 
l 
Speech slow, emphatic normal fast 
| | 
Speed of syllables | 
uttered (sec~ 1) 4,8 | KOs (ar . 
average time for : 
syllables (msec) _ 208 161 139 
Speed of sounds 
uttered (sec” +) 11,0 14,3 16,6 
average time for sounds 
uttered (msec) 91 70 60 
pause in % 35 12 2 
syllable time without 
pause (msec) 154 144 - 136 
sound time without : 
pause (msec) 67 62 59 


‘ 


i | 
Table leads to the conclusion that the time interval being the basis for short 
time statistics with special regard to speech sounds, should be rather 1/16 sec 
than 1/8 sec since sound pressure can be regarded as constant only within 
this time interval. It is a useful practice to speed up utterance since thus the 
relative time of the sounds, on an average, will not be affected while the rela 
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tive time of pauses between the words will decrease, leading thereby to a more; 
homogeneous amplitude distribution. 

A different situation will arise if a number of people speak at the same 
time. By means of this method a noise can be produced that results in a con, 
tinuous spectrum. The variation of the sound pressure of speech may . 
interpreted as a probability function that, except for the place orate Daneel 
tude, has a nearly normal distribution over a sufficiently long time interval 
From the theory of statistical noise, it follows that a superposition of a num- 
ber of such distributions results in a nearly Gaussian curve and further i 
reduces the dispersion [19]. The present investigations agree with the theory. 
The statistical evaluation of the records (see Fig. 2) has shown that the irregu 
larities of the speech function due to pauses are reduced, when three persons 
speak simultaneously and in faster utterance this factor disappears entirely. 
The amplitude distribution in a simultaneous utterance of ten persons pro- 
duces a steep Gaussian distribution curve. A speech function superimposedf 
in this way possesses the characteristics of a statistical noise even in short) 
intervals, and that is the reason why the term speech noise has been adopted! 
in the present paper. | 

Fig. 2 illustrates what has so far been stated. The curves on the left: 
show the level fluctuations of unfiltered speech recorded by means of a gra- 
phic level recorder. The topmost curve shows the level fluctuations of one 
man’s continuous speech, the second shows that of the slow, and the third’ 
that of the fast simultaneous speech of the same three men. The last picture 
contains the level fluctuation of the speech noise produced by ten women. 
It is rather striking how the fluctuations diminish and how the homogeneity 
of the noise increases with the number of the talkers. During 10 sec, the extreme 
deviation with 10 persons speaking simultaneously, is never greater than 
+ 7,5 db, and the standard deviation never amounts to more than + 2,5 db. 

Measurements to establish the speech spectrum were performed in seven 
series altogether. Six or ten speakers from the same sex and, on four occasions, 
five man and five women spoke into the microphones. The advantages offered 
by this method as against an investigation of continuous speech, consist in the 
following : 

(1) The longest period of speech noise can be computed from the basic 
frequency of the voiced sounds. This has been found to be 80—120 cps for men. 
Thus the time needed for integration has been decreased to seconds, or, in other 
words, the mean value of the integration is independent of time over an interval 
of 1—2 sec. ae . 

(2) The speech noise can be treated as a statistical noise constant in time. 
Fewer measurements will be needed to establish reliable averages since the 
‘pauses between words have been eliminated and the statistical distribution 
has become narrower. | 
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(3) Speech noise has a continuous spectrum and does not contain any line 
pectrum elements. Thus in speech noise the wide bands for analysis are much 
1ore satisfactory than in continuous speech, since in the latter case we have 
0 analyse speech sounds, which have varying basic frequencies and exhibit 
ine spectra. 

(4) The signal-to-noise ratio improves to a great extent, and the fre- 
uency range of the measurement can be shifted towards the deep sounds. 
‘his is due to the fact that the simultaneous speech of 10 persons presents 
verage levels about 7 db higher in slow speech, and almost 10 db higher in 
ast speech, than the average level of a single person’s speech. At the same 
ime, the shape of the speech noise spectrum closely approaches that of speech 
it normal force of utterance. 


Experimental procedure 


The experiments were conducted in the orchestral studio No. 6 of the 
Hungarian Radio. The volume of the studio was 2410 m°, its reverberation 
ime 1 sec at a frequency of 500 cps. The reverberation characteristic was 
ulmost a horizontal s-form curve showing a slight fall towards the high fre- 
quencies.* In this studio 10 microphones were placed at suitable distances 
‘om the walls as well as from one another. In order to eliminate inequalities 
‘n the characteristic curves, three types of microphones were employed : 4, 
Neumann’s condenser microphones, 4 RCA ribbon microphones and 2 Western 
dynamic microphones. The speech currents of the microphones were simul- 
taneosuly recorded on a magnetic tape, after they passed the channels of an 
amplifier with a linear characteristic between 50—10000 cps and a common 
power amplifier stage. The experimental arrangement can be seen in Fig. 3. 
: The talkers stood at a distance of 30 cm from their microphones. The 
texts were read out at normal force of utterance. The texts had been chosen 
from passages of Hungarian novels and from technical and political writings. 
Before recording a trial reading was taken from each person, and the corres- 
ponding amplifier channel was adjusted so that the VU-meter gave the same 
reading for each channel. The cross hearing of the microphones was above 
— 20 db. During simultaneous speech, in two experiments, the talkers had their 
ears stopped with cottonwool so that their readings should be undisturbed. 
This circumstance had no influence on the speech spectrum. Two minutes 
of simultaneous reading was recorded out of which several parts of 15 sec 
duration each were used for the actual measurements. In order to enable later 
control measuring, the tape record was cut to a lacquer disc of known charac- 


teristics. 
* The studio was planned by G. v. BE 


some slight damage owing to an aerial bomb 
changes. 


«fésy in 1924. During World War II it suffered 
but it has since been restored with some slight 


f 
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The magnetic sound record was played over and played back with studio 
magnetophones produced by Tolana (Paris), EMI (London) and by Hungariar 
Radio (Budapest). The characteristics of all the recording and playing mag 


Fig. 3. Schematic plan of the experimental equipment. 1—10: microphones; 11: VU meter | 


12: tape recorder; 13: play-back; 14: octave filter; 15: graphic level recorder 


Table I 


The frequency data of octave filters employed 
: Siemens « : Rhode & Schwarz : 
‘lower middle upper - lo i ie 
limit _ frequency limit be. : ite eceee : Vit ‘ 
eps ps cps cps cps ee 
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1etophones was linear within +2 db in a frequency range of 50—10 000 eps. 
[The analysis was performed by means of octave band filters (Siemens, and 
Rhode & Schwarz); their band width data are shown in Table II. To ensure 
nore accurate results the measurements were repeated with both octave filters 
shifted by half an octave. The measuring instrument employed a Briel & 
Kjaer type 2301 graphic level recorder with a 50 db and 75 db potentiometer. 
[he writing speed was 230 db/sec (relative to the 50 db potentiometer) ; the 
-ecording speed was 10 mm/sec. The integration of the speech noise level was 
performed by graphical means on strips with 10 sec duration. Strips of this 
ength were advisable since the fluctuation in sound pressure amplitude was 
sreater in the various analysing bands than in unfiltered speech. The right- 
hand pictures in Fig. 2 illustrate this feature. 


Experimental results 


The spectrum levels found in two groups of men and two groups of 
women can be seen in Fig. 4 in relative db. The extreme deviation between 
the results of the six-person and ten-person groups was 2,5 db at 71 cps for 
men and 4 db at 142 cps for women. The standard deviation from the mean 
of the two series of measurements amounted to +0,7 db. There are no signi- 
ficant differences between spectra obtained from various 10 sec strips of the 
same record. The deviation between the spectra of the men and women was 
considerably higher than the standard deviation both under 200 cps as well 
as above 800 cps. In Fig. 4 we plotted also the octave-level data of the speech 
noise of other 30 persons (15 men and 15 women) which was played together 
from three bands. This total average spectrum agrees with the spectrum of 
the men at the low frequencies and with that of the women at the high frequencies. 
The composite values of the six and ten-person groups were compared with 
those of DuNN and Waite [7] (see Fig. 5), whose values were obtained from 
the long-time continuous speech of 6 men and 5 women. In order to provide 
a better basis for comparing shapes, the female curves were arbitrarily shifted 
downward as now only the shapes of the spectra for the same sex were to be 
compared. In Fig. 5 the long-time unfiltered averages were 0 db for men and 
10 db for women. A comparison of the two sets of results was possible in 
spite of the differences in the measuring systems since only relative shapes 


had to be compared. 
This process can be considered a linguistic comparison with some diffi- 


culties since the voice statistics of the texts investigated are unknown. BENSON 


and Hirsu [11] established no significant differences between the spectra of 
ther English speech material. Our experimental 
i. e. the differences between 


the Joe-sentence and of o 
method is probably more sensitive for such purposes, 
texts show up as differences between spectra. 
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The results of our experiments differ from those of the American inves- 


tigators, especially of Dunn and Wuirte in the following : ; 
(1) In our experiment the speech spectra of both sexes show a somewhat) 


steeper slope towards the deep sound than in Dunn and WHITE’s paper. The) 
reason for this might be found in the different heights of the normal speaking) 


pitches of the talkers, and partly in the fact that an improvement of the signal- 


SPECTRUM LEVEL INRELATIVE DECIBELS 
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Fig. 4. Spectrum level curves of speech noise in relative decibels. Solid lines: male talkers > 

broken lines: female talkers; empty circles: 10 talkers; full circles: 6 talkers; cross signs + 

15 male and 15 female talkers. Where two circles came too near one another, only the full 
one has been plotted. 


to-noise ratio Shabled us to widen the range of the spectral analysis in the direc- 
tion of low frequencies. 


(2) The characteristic steep rise in the average spectrum of men as com- 


pared to that of the women at 500 eps plotted by DunN and Waite was 


scarcely found in our investigations. STEVENS et al. [5], RupMmose et al. [10] 
and Benson and Hirsu [11] also did not find this characteristics of men- 
spectrum. This discrepancy may be attributed to the fact that earlier there 
were examined only a smaller number of talkers so that all the individual speech 
pecularities dominated to a higher extent in the spectra. This difference cannot 


be considered as reflecting a fundamental linguistic difference. 
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(3) Our data have disclosed that beginning with 600 eps, the speech spectra 
of women is always higher than that of the men (see Fig. 4). The curves of 
other authors show this peculiarity clearly only above 3000 cps whereas in the 
range above 10000 cps the deviation becomes strikingly great. In the latter 
region our curves for men and women coincide, suggesting that in this range 
there is no longer any difference between the tone character of male and female 


voices. 
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‘Fig. 5. Spectrum level curves of speech in relative decibels. Solid curves : author’s measure- 


‘ments, broken curves: those of DUNN and Wuire. For the sake of clearer presentation the 
female curves were shifted by—10 db (author) and by —7 db (DUNN and Waite). 


(4) A more convenient comparison is offered if the declining range of 
the spectra are considered. The spectra generally show B falling tendency 
from 500 cps onwards but the rate of decrease varies with ne frequency. 
The rate of decrease has been determined from Fig. 5 in the following octave 


Beads : 


— 400— 800 800-1600  1600—3200 3200—6400 

500-1000  ——«:1000—2000 2000—4000 4000—8000 

600—1200 1200—2400 2400—4800 4800—9600 
700—1400 - 1400—2800 2800—5600 
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Fig. 6. Slope of speech spectra per octave between 400—9600 eps in relative decibels. The | 

values are plotted at the geometrical mean of each octave. Solid curves: author’s measure- 

ments, broken curves: DUNN and WHuiTe’s measurements. Upper: male talkers, lower: | 
female talkers ) 
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Fig Speech noise spectra for various bands in relative decibels. A: : 
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oa level; C: 250—300 mel-band level; D: octave-band level ; any erent a 
bend: level 1 
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The values of the rate of decrease for each octave have been plotted at the 
geometrical mean of the octaves in Fig. 6. There are characteristic differences 
between DUNN and Wuire’s and our experimental results, both in the male 
and female speech spectra. The decrease per octave is steeper between 600— 
1400 cps in Hungarian, between 1400—4000 in English, while above 4000 cps 
once more in Hungarian. The most characteristic deviation can be observed 
in the range between 1400—4000 cps where the maximum deviations for men 
and also for women occasionally reaches 7,5 db/octave. In this range the 
decrease in English is so steep as compared to Hungarian that the only pos- 
sible explanation is to attribute it to a difference in the sound statistics of 
the experimental tests. It is, however, another problem whether this difference 
may be taken as an acoustical difference between the two languages. 
Attempts have been made to compute loudness from the spectra obtained. 
The total intensity and spectral distribution of the speech noise does not vary 
appreciably in time and for this reason its loudness does not change either. 


Since the spectrum is continuous, loudness is conveniently determined in the 


same way as that of a continuous and constant noise. The data for these com- 


speech at 30 cm microphone distance. 
various band systems relate to this reference level. 


putations were taken from Fig. 7. 

By combining all the spectrum level curves obtained from octave band 
analysis the lower curve of Fig. 7 was obtained. This curve always includes 
the higher levels from the male and female spectra, and thus it represents 
a composite spectrum of these (curve A). It is always this spectrum that is 
needed for telecommunication purposes. On the whole, the same spectrum 
level curve would have been obtained if we started from an analysis of the 
various mel bands since the spectra were continuous and did never show too 


great fluctuations. Therefore the band levels of the various band systems 


can always be re-calculated from the spectrum level curve. In Fig. 7 we plotted 
in continuous illustration the level values for octave bands (curve D), as well 
as for 250—300 mel bands (curve C) and for 500—600 mel bands (curve E). 
Plotting step functions overlapping curves would have been obtained and 
would have made the Figure difficult to survey. In addition, a curve was 
plotted for the levels within the critical bands (curve B).* The latter curve 
is of some importance since it otfers, in absolute level, the masking of a pure 
tone by the speech noise, so that it may be plotted as running together with 
the equal loudness contours. : 

Table III summarizes the results of computations for loudness obtained 
from the level curves of the various band systems. The long-time average 


has been fixed at 74 db as this corresponds to the sound intensity of normal 
The loudness values computed from 


* i _ Its width is between 40 and 200 cps in the function of 
Auelysing bands of eae 7 of Frencu and STEINBERG [9]. 


frequency. As to its data see Fig. 7 of the paper of 


102 T. H. TARNOCZY 


Table Ill 


Loudness counts for Hungarian speech noise 
(Long-time average level: 74 db) 
a 
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Fig. 8. Critical level curve of speech noise of normal force of utterance (broken line), critical 
level of room noise recorded by the measurements (lower dotted line) and equal loudness. con- 
tours (solid curves). 0 db = 1 dyn/em? 


The curve of the critical level just mentioned has been plotted together 
with equal loudness contours in Fig. 8. The curve of the critical level is nothing. 
but the masking of pure sounds by the speech noise. The Figure allows to— 
establish the degree of loudness with which a pure tone of a certain frequency 
and intensity can be heard in the presence of speech noise. Two not unimpor- 
tant relations between speech and hearing become visible from an interpre- 
tation of Fig. 8. 


One of these is the coordination of hearing acuity and of speech spectrum | 


_ concerning normal forces of utterance. The frequency ranges of the audible 
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sounds and of the speechspectrum, meet — according to our experiments — at 50 
and 15000 cps, i.e. the speech components cover practically the entire fre- 
quency range of audibility. A slight deviation can be noticed only for deep 
sounds since the intensity of the speech components is not high enough to be 
audible in the region below 50 cps. In practice, however, the latter frequency 
region is of no importance since the prevailing room noise components possess 
a considerable intensity at such low frequencies so that the possibility of making 
full use of the entire range of audibility is ab ovo excluded. In our experiments, 
the total noise in the studio during recording, computed to the critical level, 
was plotted into Fig. 8. A considerable portion of this noise was due to the 
movements and breathing of the ten talkers. 

: The other relation implied in Fig. 8 is that between the various frequency 
limits that are characterized by different loudness levels. When determining 
the frequency limits of audible speech, we have to remember that the thre- 
shold of the two-ear hearing of towndwellers does not exceed, in general, the 
10 phon curve. Therefore, where an exact fidelity of speech transmission is 
necessary at normal force of utterance, limits 60 and 12000 eps will be satis- 
factory, as being those of the critical speech spectrum out by the 10 phon 
curve. This range becomes wider as soon as we examine the spectral components 
of louder speech. It is of some interest that the frequency range of the spectrum 
elements of speech sounds over 45 phon is still large enough (145—4000 cps) 
and contains the bulk of the spectrum which is shown by the fact that syllable 
articulation falls still at 80°% within this range. This is the pass-band that 
can be made use of in telephone installations. The pass-band for speech cha- 
racterized by the 25 phon curve lies between 80 and 7500 cps, and ensures 
only a medium quality that can be used e. g. in radio transmission. 


Table IV 
Cutoff data of speech spectra above different loudness levels 
ee oa Ra TT en ERT SS ERT 
Poe ho Bl Nene as aa limit | product of limits 
0 phon 52 14800 780000 
5. « 55 13500 740000 
0 « 60 12000 720000 
16 ee 65 9800 640000 
20 « 73 8500 620000 
Daw ax 80 7500 600000 
30. « 90 6600 600000 
35 sve 103 5800 600000 © 
40 « 120 5000 600000 — 
45 « 145 4000 580000 - 
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If we wish to ensure a proper balance between deep and high speech 
components, we have to fix the transmission limits, where the critical speecgy 
spectrum intersects the same phoncurve. The values of the trae 
limits and the products of the two values depend on the loudness level which 
defines the limits of the transmission. Thus the products of the frequency 
limits receive their real basis. The limiting values obtained from our results 
have been summarized in Table IV. The Table shows that the products of} 
the frequency limits are not the same but depend on the loudness values needed 
in transmission. The data of Table IV refer to speech uttered at normal force. 
A not too great change of loudness will result in a parallel shift of the spectrum 
by which its original shape will not be affected. This means that when speech | 
becomes louder, the products will decrease whereas in low speech the values 


will be above those found in Table IV. 
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IIYM PA3rOBOPA HM EPO CHEKTP 


T. TapHoun 


Peswme 


Econ (ukKcupyeM OHOBpeMeHHbIM pasroBop MHOrHX mode Ha OHO MAarHHTKOW 
wIeHTe C MOMOMI{bIO Pa3HbIX KaHaJIOB, TO Moyyaem Tako NOCTOAHHBIM BO BPeMeHH, LIyM HerI- 
PePbIBHbIM CMeKTPOM, KOTOpbIli Oomee BePHO COMEPKHT OOMIME CMEKTPAasIbHble COCTABII AONE 
pasropopa. MookHO aHasIM3HpOBaTb STOT IIyM pasropopa M ONpeqeuTh u3 HETO CMeKTpP pas- 
ropopa. 
TipeumymectBsa meToqa: 1. BpemsA, norpedHoe AIA MHTerpHpoBaHHA, He OO X0AH- 
MOro IIpH onpesereHHH CMeKTpa, COKpaulaeT CA Ha HECKOIBKO CeKYHA, 2. MOxKHO paooTaTb IlyMoM, 
Kak CTaTHCTHUCCKHM IlyMOM, MOCTOAHHBIM BO BPeMCHH, 3. YM HE COMeCPKUT SICMCHTHI JIMHCH— 
yaToro ciekrTpa u 4. y1y4llaeTCA OTHOWICHHE CHTHaa K UlyMy 4 Tipu HOPMaJIBHOM cusle 3ByKa. 
CpaBpHenue pe3ybTaTOB c pesymbTaTaMH ApyTux uccMeloBaHul MOKAasbilBaeT, YTO CHEeKTPbl 
pasropopa, MoTyyeHHble AA OMpeeeHHbIX ASHIKOB MOryT ObITh XapaKTePHbIMM JIA AaHHbIX 
ASHIKOB. 
Tipu momo sToro MeTOsa MpOusBeAeHbl pacueTbl rpOMKOCTH HM paccMOTpeIM BO3MO)K- 
HOCTH eCTeCTBEHHOFO BbIOOpa YACTOTHEIX MpesesoB Wepexoda. Meto upurosxen u AIA ompe- 
leneHuA XapaKTepHbIX 3BYKOBbIX TeHeH My3bIKaJIbHbIX WHCTPYMCHTOB, OPKECTPOB H MpOHsHO- 


We@¢HHA HMHAMBHAYaJIbHbIx JIM. 


ON THE STATISTICS OF THE DETERMINATION 
OF THE MEAN LIFE OF z-MESONS 


By 
L. JANossy and D. Kiss 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Received 31. V. 1956) 


The determination of the u-meson decay constant with the maximum likelihood method 
s developed and applied to data given by one of us in a former publication. 


§ 1. In a recent paper one of us [1] has published measurements on the 
lecay of the w-meson. Observations were made using a discriminator with 
‘our channels. With different delays the following numbers of decays were 
counted : 


Table I 
nn 
Time in psec eal! >2 | >3 | >4 

| 
1365 | 898 564 
| 


Counts | 2209 


The decay constant was determined by fitting the best exponential to the 
above data by the method of the least squares. The result of the calculation 
gave for the decay constant 


+= 2,14 + 0,21 psec . (1) 


Our attention was drawn to the fact that the above method of evaluation is 
far inferior to the method of the maximum likelihood which, as is well known, 
gives the maximum amount of information. As other authors have also occa- 
sionally used methods similar to our first method, we think it worth while to 
give here the precise maximum likelihood method for the evaluation of data 
like those in Table I. This method, apart from giving better results than any 
other method, has the additional advantage of great simplicity. 

§ 2. The probability of a meson to decay in a time interval t to t + At 
4 given by (is e-4t/*) e-tlt , (2) 


A discriminator may register mesons and classify each meson according to the 
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. 


ee 


time of its decay. In particular it may count separately mesons decaying in 


intervals 


te uf ier en of (Uo Aree ete 

The number of decays observed in the above intervals may be denoted 
Ny, Ng... + 4 MWe, Mk+1- (3) 

The probability for finding the distribution (3) is given by | 

P (my, ... 5 Meer) = (1 — e-4")N—"e +1 exp { — (m2 + 2g +... + hmi+1) Atty | 


where 


N=m+ng+... +1. 


The best value 7 for t is that for which the probability reaches its maxim 1 
value. Writing . wae 


Atlee 
we can write 


“InP (m4, m2,... ,me41) = (N—mgs1) In (1 —e~4) — 


Sy ingei2 nese + kings) A. oe 
‘The above expression has its maximum in A if RS sea 


| 8m P(my, ma, ..-, mes) _ N—-m 


2) = 


+ 
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1e relative error is thus 


OT OA il =i a) 
ls (4) 


ae) yn— N+ 


‘or the values in Table I we get 


+= 2,18 + 0,05 psec. 


‘his value is much better than the one evaluated formerly. In the above 
lerivation we have considered only the statistical error caused by the random 
luctuation of decay times; taking the systematic: errors into consideration 
in error of the order of 0,11 may be estimated. 

§ 3. We note that the factor on the right hand side of (4) increases only 
very slowly with A. E. g. for At = 7t, A=1 we find 


2c — 1,04. 


Thus if the widths At of the channels are increased to At ~ 7, this gives an 
‘nerease of the statistical error by 4°%, only when compared to the error of the 
results obtained from narrow channels. From this result it appears that it is 
not at all useful to use many channels when determining the decay time T. 
Indeed, as a simple calculation shows, the decay constant T could be deter- 
mined with good accuracy by means of a simple discriminator. This calculation 
shows that using a discriminator which registers the number of decays 1 
with t < T, and the number of decays ng with t > T, t can be determined 


9 


with an error of 


OT ra 1,24 5 (5) 
T Vm + ne 
af 
Te 1G Te. 


“The latter value of T is that which permits the most accurate determination 
of t inside a given period of measurement. Comparison of (4) and (5) shows 
clearly that the determination of with help of the discriminator is not appreciably 


worse than the determination through a multi-channel arrangement; on account 


| 
truction the discriminator should be 


of the much greater simplicity in cons 
preferred to the multi-channel arrangement. 


« 
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~O CTATHCTHKE OMPEQEJIEHHA BPEMEHH TIOJTYPACMATIA »“-MESOHOB 


JI. Anoumm u J. Kum 


Peswme 


B craTbe paspa6oTaH HOBbIii cnocoO ompeseneHuaA MoOcTOAHHOM pactaya p-Me3oH. 
MeCTOJOM MaKCHMAJIbHOM BepOATHOCTH M TIPHMeHACTCA K JaHHbIM, ONyONMKOBaHHBIM paHbL 
OHM M3 aBTOPOB. 


FURTHER BANDS IN THE 7; « AND 6 BAND 
SYSTEMS OF THE MOLECULAR SPECTRUM OF 
NITRIC OXIDE 


By 
I. DEEZSI and T. MArratr 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR SPECTROSCOPY, BUDAPEST 


(Presented by I. Kovacs. — Received 1. VI. 1956) 


Six y, two e, and two f bands of the NO molecule, which have not yet been recor- 
ded, have been photographed in a Geissler discharge produced through NO gas at reduced 
pressure. These bands according to our assignments are as follows: the (3,6), (0,7), (3,12), 
(2,11), (1,10), and (2,13) y bands, the (2,9) and (2,8) e bands and the (5,4) and (2,11) B bands. 


§ 1. Experimental procedure 


In developing the final form of our light source, we made use of the 
experiences obtained previously with the light source used by R. Scumrp [1]. 
We, too, produced a Geissler discharge supplied by direct current in a quartz 
tube between platinum electrodes, with the difference that, instead of flow- 
ing rarefied air, we employed flowing rarefied NO gas ; the discharge was viewed 
not end-on but perpendicularly to the tube. With a direct current discharge, 
such an observation permitted us to study in what zone of the positive column 
the NO bands are excited best as compared with the N, bands which appear 
owing to the unavoidable dissociation of NO. With regard to this the conditions 
were found to be most suitable when the pressure of the NO gas did not exceed 
5 mmHg and the direction of its flow was the same as that of the electric current. 
This latter point may be explained partly by considering that the N, gas 
generated by NO owing to an inevitable warming up of the cathode cannot 
flow back in between the electrodes, and does not increase the spectroscopic 
contamination with N, of the positive column. This explanation is supported 
also by the experience that the N, bands are excited in relatively the poorest 
manner in that portion of the positive column which is nearest to the anode, 
since here the dissociation of the flowing NO gas is still of no importance. 

The discharge tube used and the gas equipment necessary for the operation 
of the discharge tube is illustrated schematically in Fig. 1. The No gas prepared 
of chemically pure sulphuric acid diluted from chemically pure KNO, flows — 
from a water-enclosed gasometer G through the rheometer R and the drying 
towers T, and T, and through the control-ventil V, into the quartz discharge 
tube D; the flow of gas at a pressure of about 4 mmHg — measured by the 
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manometer M, — and at the rate of about 1 normal-I/h — measured by R =| 
is maintained by a rotary pump with a suction output of 10 m*/h, which is} 
connected to the lower control-ventil V, of the discharge tube D. The poten-; 
iial drop in the discharge tube was 850 V, the current being 0,15 A. A 40 mm| 


long section of a quartz tube of 4 mm diameter, filled with the positive column, | 


was used as light source immediately in front of the slit — 15 yw in width =| 
of the spectograph, without employing condensing lenses. ) 

The spectrum of the light source described above, in the region from | 
2200 to 4200 A, was photographed with the quartz prism of an auto-collimating | 


fo pump 


Fig. 1 


Hilger spectrograph (E 478 model). Agfa spektral-blau-rapid plates were 
used in the ultra-violet and Isopan-F in the visible region. The dispersion 
in the given region was 1,9—13,4 A/mm. The time of exposure ranged from 
4 to 8 hours depending upon the region. Both before and after photographing 
the spectrum, an iron-are comparison spectrum was photographed, with an 
overlap of about 1 mm. After exposure the Agfa blau-rapid emulsion was 
reduced in a Kodak D.19 developer for 4 minutes at 18° C, and the Isopan-F 


emulsion in an Agfa Rodinal developer of a dilution 1 to 40, for 8 minutes 
at the same temperature. 


The mean error in our wavelength measurements made on our spectro- 


grams is found to be +0,4 A. 


§ 2. Results ; 

It is seen from the spectrograms obtained that the method used fom 
excitation especially favoured the A?X — X2/T, the so-called y, and thé 
Bul — X?IT, the so-called B systems of the NO molecule. Thus we succeeded 


<< 


_~ 
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1 photographing thirty-two y bands altogether. Among these there are six 
ands which as yet have not been reported as having been photographed ; 
hese bands, according to our assignments, are the following : the (0,7), (1,10), 
2,11), (2,13), (3,6) and the (3,12) y bands. This result is of primary interest, 
ince the vibrational levels v’” = 11, 12 and 13 of the electronic state of NO 
as as yet been known only from the # bands. Twenty-four / bands are found 
n our photographs, two of them — (2,11) and (5,4) — being new. Our spec- 
rograms include four bands due to D2? — X?/I, the so-called ¢ system of NO 
is well, the new results being the (2,8) and (2,9) bands. 

The bands of the so-called positive system C*//,, — B' II, of the N,. mole- 
ule are found in large numbers on our photographs, with a good deal of over- 
apping on the bands of NO, but the disturbing effects of these bands could 
10t entirely be eliminated. 

The wavelengths and wavenumbers of the new heads found on our spectro- 
srams are summarized in Tables 1, 2 and 3. As is well known (cf. [3]), the 


Table 1 
y bands 
| 
| Order Javelen| avenumber Calcula 
Se 
3,6 UL 2488,6 40171 40174 
33 2481,2 40291 
0,7 1 317153 31524 31527 
72 3169.4 31543 
Heads 3 and 4 are over- 
lapped by the (1,0) band 
of the N, C*/7, — B*ll,g 
system. 
3,12 1 3294,4 30346 30347 
3 3281,6 30464 
2,11 1 3374,8 29623 29631 
2 3373,4 29635 
Heads 3 aay ene ore 
a 
apne 00 
system. 
1,10 1 3458,1 28909 28914 
3 3443,5 29032 
2,13 1 3769.9 26518 26523 
2 3767,8 26533 
Heads 3 ene 4 a es 
»3) ban 
pret i 
- | system. 
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nd heads, and the # bands have two heada 
d column of the Tables designate the order | 


y and e bands indicate four ba 
The numerals found in the secon 
of heads measured in accordance with their degrading. 


Table 2 Ait | 
€ bands 
it Cet a aca Sead ks thea nt 
; | 
Ord B j ; ; 
Assignments ae hay vader wey | Cmarserrse 
heads 
2,9 1 2391,8 41797 41804 | 
3 2385,0 41916 | 
2,8 1 2301,2 43442 43456 . 
oF 2300,3 43459 ) 
3- 2295,0 43559 aa | 
4 2294,0 43578 
. é . 
Table 3 
B bands ; | 
l PEEETS 
5 Order Wavelength Wavenumber Calculated 
Assi; \ j aug 
eae, ete (A) (= 1) : wavenumber 
5,4 Liu 2318,9. il ae ASTEL 43114 
ruins Shes] oes 2.) 492823,6 — 43023 - | 
ee byt ek 3515 28421 «| = 28420 ~ 
. 2 |  3528,8- paztsss Pitre Saparey ae 


A a Ce PR AT) ON Pea ae venumbers a 
a See oe ee ee bar — 
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[he vibrational and rotational constants found in the above formulas have been taken mainly 
from. the book by B. Rosen [3], and the rotational constants of the D2-state, used for our 
calculations, have been taken from an article of M. Ocawa [4]. The data used for our cal- 


culations are given in Tables 4 and 5. 


Table 4 
Band system Yoo (em !) 
ni 44199,2 
system 
2 44078,3 
53292,3 
€ system 
53171,4 
B : 45487,6 
system 
453992 
Table 5 
| 
State Oe We Xp B, ae 
1904,03 | 
EX? 13,97 1,7046 0,0178 
1903,68 
Aa Df er) 14,48 1,9948 0,0184 
Dts 2327 23 1,99, 0,01, 
| 
ies 1030.9 
BI 7,46 1,076 0,00116 
| 1038,3 
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HOBbIE TMOJIOCbI B y-, ¢-, H B-CHCTEMAX HoNOC CMEKTPA MOJIEKYJIbI NO 
V. Dexu u T. Marpan 


Pesrwme 


anocb ctboTorpadupoBaTb 40 cHX Nop eule He Ha- 
apa € uM (pa B Monoc. PoTorpapuw 
OM paspsAe Ip MOCTOAHHOM TOKE, B ase NO noHM>KeHHOrO 
emy onpefeseHuio ceAyroulne : (3,6), (0,7), (3,12), (2,11), 

(5,4) u (2,11) ABa1A- 


B craTbe coobmlaeTcaA 0 TOM, 4TO yA 
O1OMaeMbIe MOJOChI MOJIEKYJIbI NO, a HMeCHHO, WECTb /, 
yAanocb MOs1y4HTb B reiicuepoB 
TapieHus. ITH WOJOCHI MO Halll 
(1,10) u (2,13) aBAAKOTCA Y-MO0IOCaMH ; (2,9) u (2,8) €-Mom0cbI; HaKOHEL, 
roTca B Tou0CaMH. 


COMBINED VACUUM METER FOR 
LABORATORY USE 


By 


J. ANTAL and A. KONIC 


PHYSICAL INSTITUTE, UNIVERSITY FOR TECHNICAL SCIENCES, BUDAPEST 


(Presented by P. Gombas. — Received 7. VI. 1956) 


A combined vacuum meter for the measurement of pressures in the range 1—10-> mm 
Hg is described. Pressure measurements between 1—10-3 mm Hg are carried out by thermo- 
- electric method by means of a bridge circuit with provisions for the protection of the meter. 
The measurements in the pressure range 10-3—10-> mm Hg are based on the principle of cold 
cathode ionisation. The voltage supply is stabilized against line voltage variations by a series. 
resonance circuit containing a ferromagnetic core inductor. A qualitative description of the 
stabilization is also given. 


I. Introduction 


In vacuum laboratory practice it is often necessary to measure pressures 
ranging from 10 to 10~° (insome exceptional cases to 10~1°) mm Hg. In kinetic 
vacuum systems the pressure range to be most frequently measured is 1—10~-° 
mm Hg. It is very difficult, however, to cover this pressure range with a single 
type of vacuum gauge (perhaps apart from the ,,Alphatron” type), so that this 
range is usually divided into two parts: 1—10-3 and 10-?—10-®mm Hg. In 
combined meters pressures ranging from 1—10-3 mm Hg are usually measured 
by thermoelectric methods or by means of resistance changes, while in the 
pressure range 10-3—10-5mm Hg the cold or hot cathode ionisation is used 
in general. Although meters based on mechanical principles can, in some respect, 
be regarded as absolute gauges as compared to electric meters, they are not 
very desirable in laboratory work except for some special vacuum technical 
problems, as they are sensitive and clumsy to handle. The combined meter 
described here measures pressures ranging from 1 to 10-’mm Hg by thermo- 
electric means, while pressures between 10-3—10-5 mm Hg are measured with 


a so-called PENNIG type gauge. 


IL. Meeeeeenes of pressures between 1—10—? mm Hg 


Pressures in this range are measured by thermoelectric method. Thermo- 
elements in a bridge circuit described first by Mout [1] are applied instead 
of the more usual thermocouple gauges. Connecting the two thermoelements 
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T,, Tz in series and forming a bridge with resistors R,, R,, the bridge can be 
directly supplied by ac voltage, because by proper adjustment of the resistors 
the bridge can be balanced for ac, in which case the meter measures the sum 
of the thermoelectric forces of the two thermoelements (Fig. 1). This circuit 
has not the only advantage of being supplied directly by ac, its sensitivity 
being twice that of conventional circuits. As compared to the more usual cir-— 
cuits, perhaps its only disadvantage is that when one of the two elements is 


Rg Rr 
C 
3 Re 
C2 
LY; 
7] Oy | 4 
“1 oo | 
Oo ae A VOOUDGOD O Q 00 Y 
Si, Fy Try 
1 
t G: 
220 Wig ap vOut eek ee 
Fig. 1 


broken the balance of the bridge is upset and the ac component flowing through 
it usually destroys the sensitive meter. 

Protection of the meter is provided by two coils each connected in series 
to the two thermoelements forming the primary of a transformer. In the trans-_ 
former flux appears only when one of the two elements is broken (the direction | 
of current flow through the coils is opposite). The voltage appearing on the 
secondary of the tranformer energises a relay which, in turn, shorts the meter. 
For other details on this subject we refer to paper [2]. The elements — 
prepared by point welding of CrNi and constantan wire of a diameter of 
0,05 mm. The resistances are kept about 8 ohms for each element, which are 
welded to a constantan support and suitably arranged in ‘tes measurin 
gauge (Fig. 2). The gauge can be connected to the vacuum system by a 1/8” 
thread sealed airtight with a properly concealed rubber ring. : 
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Fig. 2 


III. Measurements of pressures between 10-3—10-> mm Hg 


In this pressure range, as has also been mentioned above, we use a S0- 
called PENNING type vacuum gauge [3]. The measuring gauge has a frame- 


shaped anode arranged between two plane cathodes (Fig. 3). The electrica 


Fig. 3 


dc field is maintained by about 2300 volts applied between anode and cathodes 
while the magnetic field strength is about 300 oersted and is to be perpendicular 
to the plane of the cathodes. According to our measurements this magnetic 
field strength is optimum in the given arrangement. A resistor in series with 
‘the measuring gauge limits the maximum current, which in our case was 300, 
uA, The meter, which is also connected in series to the gauge, is. directly cali- 
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brated in mm Hg. To maintain the required magnetic field Alnico Permanen@ 
magnets are applied with properly shaped soft-iron armatures. fee measuring 
gauge is to be connected to the vacuum system through a 1/8” thread in 
exactly the same way as described above for the thermoelectric gauge. The de 
high voltage is stabilized on the ac side, as will be seen later. teh: stabilization 
is necessary for both types of gauge, because a line variation more than 
4—5°%, causes an observable reading error on the meter in both ranges. 


IV. Stabilization of supply voltage 


The stabilizator actually is a series resonance circuit containing a ferro- | 
magnetic inductor. Between certain limits the voltage on the inductor is 


Fig. 4 Fig. 5 


fairly independent of the supplying ac voltage but the resulting wave form 
is distorted. It can, however, be corrected by lowpass filters. In many applications 
the distortion is but of minor disadvantage considering the great simplicity 
of this type of stabilization. In the following section a qualitative discussion 
of the process of stabilization will be given. 

The stabilizator, as shown in Fig. 4, consists of a condenser C connec- 
ted in series with an inductor L, whose resistance Ris drawn separately. 
Keeping in mind that the inductor L has a ferromagnetic core, its average 
inductivity depends on the average current flowing through it [4]. 4 

Fig. 5 is a schematic representation of the average value of the ance 
induction B, and the inductivity L, as a function of the average ac current - 


~ 


a 


Fig. 6a shows the absolute value of the circuit impedance \Z| as a func- 


tion of inductivity L at a given angular frequency @ = @p. ‘ 
If 
L=Lo. 
then 
9 Ly = : ’ 
Cao 
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o that in this case we have resonance, and the circuit impedance will be the 
eries resistance R. Fig. 6b shows the inductivity curve vs. average current 
ind with the aid of this relation we plotted the curve Z| vs. t. It can be 


ybserved that two currents i,, i3 belong to the resonance. At these points 


ee 
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Fig. 6 


the impedance will be minimum, while between these values, namely at 15, 
there is a maximum. 

Let U;, be the input voltage, then it is simple to plot by Ohm’s law 
the Uj, vs. i relation (Fig. 6c). As can be seen, the range 1—2’ has actually 
a negative impedance. Thus a gradual increase of input voltage causes the 
current to increase at the point 1 to a much higher value corresponding to 
the point 1’, On increasing the voltage further the current wanigs from 
1’ upwards. Decreasing the input voltage the current drops just to we 
point 2’, and there it jumps again to a much lower value corresponding 
to the point 2. In the same Figure the output voltage (measured across 
the inductor) U,y: is also exhibited. With the eo of these two curves it 1s 
possible to plot the Uoy; vs. Uin relation (Fig. 6d). It can be observed 
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that the stabilizator begins to work at the input voltage U, and may be used 
until the input voltage approaches U,. As a measure of stabilization the} 


following quotient can be used 


5 — A Vow : 


A Vin 
It is naturally very desirable to have 
6<l 


or (at least in the ideal case) 


6= 0, 


The approximation of this condition is the better, the flatter the saturation | 
part of the curve U,,; and the steeper the range 2’ — 1’ on the curve Ujn. | 

Of course the foregoing treatment is only valid in unloaded conditions, 
Any load impedance may shunt the inductivity and change the shape of the 
curves, though their general character remains the same. Thus we can state, | 
at least as a first approximation, that if U;, and i, are the values correspond- | 
ing to an unloaded condition a loaded condition means that the point merely 
slides back on the diagram by a value which is not greater than the load current 
tp. In this treatment phase relations are omitted. It can be seen from the 
diagram that stabilization exists as long as the relation 


|% — tr| > |is| 
is valid. ate 
Naturally, the inductivity can at the same time be the primary of a 
transformer, as in our case it was. This means that the thermoelements 
and the PENNING gauge can be stabilized simultaneously. With conventional 
transformer cores a stabilization corresponding to 


~ 


. 


is easily obtainable, which is quite satisfactory for our purpose. In addition 
the Figures show that the series resistance R should be kept as low as 
possible to achieve good stabilization. This evidently limits the copper losses” 
of the transformer. It is to be noted that the curves are but rough 
approximations and give only a qualitative picture of the real stabili- 


zation. process. It is well known that a much higher degree of stabilization’ 


can be obtained with other (in general parallel-resonance) arrangements 


{ 
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containing satu » core re - 7 cas i 
4 ae . rable core reactors. In many cases, however, the circuit des- 
cribed here is preferable on account of its simple construction and cheapness 
For more precise, quantitative relations and a more exact treatment of 
loading as w . si ili , 
g as w ell as for the actual design of the stabilizator we refer to an article, 
to be published in the near future. 


V. Remarks 


The PENNING gauge and the two thermoelements T, and T, are selec- 
ted by switch S, in Fig. 1 in the respective positions 0, 1 and 2. 


i vee 
pepapest meme 


Fig. 7 


The meter was calibrated by comparing it to a McLeod manometer and 


a hot cathode ionisation gauge. 
More than ten instruments have been built (Fig. 7). They operate 


faultlessly though a few of them have been in use for more than a year with 
exceeding eight hours per day. 


a running time in many cases 
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i The present article deals with the motion of two particles of equal masses in a scalar meson 
ield. The relativistic equation of motion, in which the retardation was also taken into account, 
vas integrated numerically. At the point where the absolute value of the meson potential equals 
he value of the rest energy mc? of the particle the acceleration of the two particles attracting 
.ach other becomes zero and within this short distance changes its sign: the “relativistic repul- 
sion” arises. 

The two-nucleon interaction at short distances produced by the meson 
tield has recently been the subject of many investigations. Owing to the diffi- 
sulties involved in quantum theoretical investigations without approximation 
several authors have attempted to study the course of the classical two-nucleon 
motion in the simplest meson field, the real scalar meson field. Some of the 
results obtained by taking into account relativistic effects without any ap- 
proximation may be expected to take part, at least qualitatively, in nuclear 
forces acting between real nucleons. | 

The investigations of KUNIN and TAxaR[1], Werte [2] and Szamost 
and Marx [3] led to the following result : If a particle moves in an attractive 


scalar meson field described by the classical potential @ (t, t), the acceleration 
f attraction becomes zero and then 


originally tending towards the centre 0 
changes its sign when the potential reaches the value determined by the relation 


gp = — me. (1) 
The rest mass” 
M=m-+ oe 
c2 


becomes negative giving thus rise to “relativistic repulsion”. (m represents the 


rest mass, g the “charge” of the particle and ¢ the velocity of light.) 

In the papers quoted above the motion of a particle is considered in the 
field of another particle at rest. The potential of the field generated by the 
nucleon at rest being py = — grte“", the relativistic repulsion must 
necessarily arise within the distance determined by the following equation 
Inc? (2) 


elo 


2 
g 
To 
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(rois the so-called double “classical nucleon radius” [3 ]). Recently, this short-range 
repulsion has been dealt with frequently in the literature on theoretical nuclear | 
physics and is reported to have been confirmed by many observations. 
PLEBANsKI and Sawicxr [4] have pointed out lately that it is dubious} 
whether the two-nucleon problem can be treated in static field approximation, | 


as, the masses of the two particles being equal, their velocities in the relati-| 


vistic range are also of the same order of magnitude. 
The potential qj; (r) of the i’th particle is determined by [4]*: 


1 6?.p;(t) 
c2 Ot? 


Agi(t) = Ang V1 — i3/c2 b(t — t,). 


This is solved by: 


gV1 — i2/e2 

ni) = —| oF % (3) 
4 RED 

(Index RET means that the coordinates and the velocity of the ith nucleon 

generating the field are to be taken at retarded time.) 


The sum of the energies of the two moving particles and of the scalar | 
field is constant: 


es me® + Po (ts) me? + 9, (Ta) 
V1 — 73/2 V1 — t2/c? 


4 E field 5 (4) 


(In the following we shall neglect the effect of the proper field, i. e. it may be 

taken into consideration by mass renormalization.) : 
If the retardation is neglected according to the approximation of [4], 

in the centre of mass system the energy constant (4) becomes 


Es me® — g®r—1//] — y2/c2 +* fl real (5) 


Jl— wv /c2 ih gs Pe 


In the static field approximation, as PLEBANSKI and SAWICKI show, the 
factor yl — v?/c2 in the numerator of (5) is neglected. Thus the velocity of light 
ought to be reached at the point given by eq. (2) when the numerator becomes. 
zero. (When the velocity of light is reached the acceleration becomes neces-— 
sarily zero.) If, however, the term 1 — v?/c2 in the nominator (which takes. 


re eae : 
For simplicity we take, according to PLEBANSKI and Sawicki [4], the reciprocal range 


of the meson field lt to be zero. In the relativistic resion j ; 
; : gion in which we are especially interested _ 
pr <<, therefore it may be assumed that the substituti pe sia uf see 
#2 baye practically: nnceffect on our recalte substitution of the potential r—1 e-¥7 by r—1 


a 
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scount of the motion of the particle generating the field) were not omitted, 
1e equality v = c would in general be valid only at the point r = 0, at the 
.oment of the collision, similar to the case of the corresponding electrodynamical 
roblem, Thus, taking into account the factor |/] — v?/c? in eq. (3) PLEBANSKI and 
AWICKI conclude that the condition (1) underlying the appearance of the 
slativistic repulsion is not necessarily valid for finite values of r. 

In paper [4] presenting so far the most advanced investigation of the 
slativistic two-body problem, the authors deal with uniform circular motion 
1 detail and give a satisfactory solution of this problem. According to their 
alculation using the arithmetical mean of the retarded and advanced poten- 
ials, two nucleons of equal mass may revolve in a stable manner round each 


Fig. 1. Central motion of two particles 


ther in a circular orbit of an arbitrarily small radius r. Later Sawick1 refined 
his calculation by taking into consideration the proper field [5]. 

For the central collision calculations of similar accuracy have not yet 
yeen carried out. The interest of the central motion lies in the fact that the 
yarticles move at varying distances from each other with constant energy ; 
t is this motion that was dealt with in detail in papers [2] [3] referred to in 
he introduction. As for the approximation used by PLEBANSKI and SAWICKI 
‘or the investigation of the central motion (the omission of retardation) we 
may state the following : In the numerator of (5) the retarded velocity of the 


: 3 s 6 ; 
e field appears, while the.denominator contains the instan- 


nucleon generating th 
aneous velocity of the nucleon acted upon by that field. Therefore just in 


he critical range of interest where v varies rapidly and closely approximates c¢ 


he reduction in (5) by the terms V1 — v?/c? cannot be permitted. Consequently, 


the conclusion that the particle can reach the velocity of light only at the point 


| ° . . - . 
‘= 0 is not compelling. Thus, for the investigation of the central motion at 
ke exact account of the retardation. 


small distances it seems to be desirable to ta 


The present article deals with this problem. — 
Employing the exact formula (3) of the potential the total energy of the 


ystem cannot take the simple form (5); the energy formula also involves higher 
‘me derivatives of the coordinates. Therefore we have to resort to the ori- 
inal covariant equation of motion. 

| Let us take as coordinate axis the 
owards each other owing to the attraction o 


| 


orbit of the two nucleons falling centrally 
f the scalar field. The distance 
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between the particles and the centre at rest is represented by x, () and x, (‘), 

respectively. The potential generated by the second particle 7 

; 

1 — a3 (t \ 

Pa (%1, 4) = — 82 Ile) (6) 

y(t) + %a(te) 

acts on the first particle. (For simplicity we use a time scale in which c = 1.) 
i, is the time retarded to t,. According to the defining equation 


%4(ty) + X9(te) = ty — tg. 3 (7 


t, depends both on x, and t,. From (7) we get* : 


Sep 2 pea cOtere sy a 1 tits Peed 


Ot, 1+ x, on, 1+ ity dt 1+ Xe 


(x; is to be taken always in time t;. The sign-refers to the differentiation wi 
respect to the corresponding argument.) 


Introducing the dimensionless quantity @ = — &. the covarian 
me ‘ 


equation of motion of the particle 1 [3] _ 
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Substituting this and the equations (8) into (9), we get for the equation of motion 


ees eT a) La 
Tie yi — x3 (x; + %2)? 1+ Xp 
Gi = Xs (10) 


1) rex) | 


(x, +22) (1 +%5)/1—x3 


(10) determines the motion of particle 1 if the motion of the source is described 
by the arbitrary function x, (t). 

Let us now consider three special cases : 

1. If the mass of particle 2 is very large compared to that of particle 1, x,, 
‘X,%_ May remain zero for a long time. In this case we reobtain the equations 
of motion of the static-field approximation [3]. 

2. If the masses of particles 1 and 2 are equal, we get by neglecting the 

; Oty dt, Oty tt ished 
retardation : x, = x, and — = —~ = 1, —~ = 0 ;i.e. in(8) and consequently 
Ot, dt, Ox, 
in (10) the underlined terms may be omitted. Thus, we get an equation which is 
‘equivalent to the equation (5) used in [4]. However, as one can see, it is not 
permissible to neglect x, as compared to 1 and 1 as compared to Xa 

3. If the masses of particles 1 and 2 are equal, x,(t) = x(t), thus the 

equation defining the retarded time becomes : 


x(t) +2(’)=t—Tr. (11) 


Thus, the equation of motion involving the retardation is : 


yy ak eA LP +apa(r) 1-20)? _ 
Oe VIE FO t 20)! Pee) 
x(t) +(") 


(12) 
a 1 a(t’)x(t’) [1 — x(t)] 
x(t) + x(t’) [1+2(0/)] V1 — x(t’? 


(If one of the particles is strongly bound in a nucleus an intermediate case bet- 
ween those described in 1. and 3. will be realized.) 

The analytical integration of equation (12) describing the central collision 
of two free particles of equal masses together with the subsidiary condition 
(11) does not seem to be possible. As the discussion of equation (12), owing to 
its complicated form, does not give detailed information on the course of the 
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t v | x(t) | x(t) | X(t) ot 
0 <0 3 0 — 0,033 0,83 

“0,5 <0 2,996 | —0,017 

1,0. > |} <0 2,983 | —0,033 

HS en 2,962 | —0,050 

20 end 2,933 | — 0,066 

25. |) 60 2,895 | —0,083 

30neck <0 2,849 | —0,101 
Bea 0 2,794 | —0,118 

AOe ie 0 2,731 | —0,136 

45. :|<0 2,658 | —0,154 

Ep hy Geen 2,576 | —0,172 

5,5 |. 0,015 | 2,485 "| —0,192 
6,0. 0,622 | 2,384 | —0,211 

6,5 1,253 | 2,274 | —0,232 

7,0 1,910 | 2,152 | —0,254 
hts 2,593 | 2,019 | —0,278 
248.6 3,311 | 1,874 | —0,304 
85 | 4,063 | 1,715 | —0,033 
9,0° | 4,859 | 1,540. | —0,367 ° 
9,5 5,710 | 1,347 | — 0,406 
10,0 | 6,625 | 1,131 | —0,455 
10,5) 7,630 | 0,888 | —0,518 

10,625 | 7,900 | 0,821 | —0,542 | - 
10,75 | 8,181 | 0,752 | —0,568 |. — 


0,679 


| —0,599 | 
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motion, we have to approach the problem by numerical integration. As initial 
condition the following special data are chosen 


x(t) =3., Ait) a, if f= 07 


a 


0 5 10 
Fig. 2. Central fall of two particles 


This means that the two particles of equal masses are fixed at a distance 
corresponding to 12 classical nucleon radii. The particles are dropped without 
any initial velocity at t = 0. We discuss their central fall. (The initial distance 
is of the order of the diameter of the deuteron, i.e. it is in the non-relativistic 
region.) Earlier investigations [3] suggest that the motion in the extreme relati- 

' vistic region and above all the appearance of repulsion are not sensitive to the 
arbitrarily chosen initial conditions. 

The numerical calculation has been carried out by a generalized form of 
the Runge-Kutta method [6]. To calculate the acceleration from (12) the 
retarded values of some of the quantities are needed ; this, however, does not 
involve fundamental difficulties, as in the numerical calculation starting from 
t — 0 for the determination of x(t) the former value « (¢’) is already known. 
) The retarded time has been determined on the basis of (11) both gra- 
phically and numerically, according to the desired accuracy. The see of the 


Bos 
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successive steps 1s indicated in the table below, where the results of our calcula- 


tions are also included. ; j 
The space-time course of the central collision is represented in Figs. 2a 


and 2b. The relativistic region, in which we are especially interested, is shown 
in Figs. 3a, b, c. From these Figures the following conclusions can be drawn bas- 


ing ourselves on the physical considerations set forth in [3 ]. 


Be ee 


ek 
eas Oe 


td) 0.5 1 x 


Fig. 3. Motion n the relativistic region 


The two particles start to fall towards each other in an accelerated motion. 
The absolute value of the acceleration increases monotonously up to the point — 
= 0,17. This point is already inside the “repulsion range” of the static” 
approximation, Then follows a rapid decrease in the acceleration (Fig. 3b). 
At the point with the coordinates x = 0,11 (which corresponds to 0,44 classical _ 
nuclear radii [a value of the order of magnitude 10-14 cm]) the potential act-— 
ing on the particle reaches the critical value given in (1). At this moment the 
rest mass of the particles becomes zero (Fig. 3c), their velocity equals the velocity — 
of light (Fig. 3a) and the acceleration vanishes (Fig. 3b). The particles enter the 
range of “relativistic repulsion” with inertial motion. There the acceleration 


~ 
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becomes positive, the rest mass becomes negative and the velocity of the fall 
decreases. The numerical calculation cannot be carried on beyond this singularity 
of the differential equation ; in this region our deduction may be based on the 
physical considerations set forth in [3]. 

In the Figures the results obtained by PLEBANSKI and Sawicki [4] for 
the central motion are also shown; the dashed lines correspond to eq. (5). As one 
can see these represent the motion much better than the static field appro- 
ximation, according to which the particle ought to return at the point * = a. 


Sufficient information on the course of the motion within very small distances 


cannot be obtained from these curves either. 
The special example treated here shows that the “relativistic repulsion” 


arising in the scalar field owing to dynamical (and not field theoretical) reasons 


cannot be attributed to the static field approximation only. Owing to the modi- 
fication of the field of the moving particle the repulsive range decreases to 
about its fourth or fifth part, which can be regarded — though not quite correctly 
— as the “Lorentz contraction” of the repulsive sphere. Of course the critical po- 
tential value given by eq. (1) can be reached still more quickly if the mass of the 
particle generating the field is larger than the mass of the other particle or if 
one of the particles is bound to a certain extent. 

From our considerations we may draw the following qualitative conclu- 
sions : When two particles collide in a scalar field at very small distances the 
critical point given in (1) is reached, the rest mass becomes negative, giving rise 
to relativistic repulsion. 

Our thanks are due to Mr. J. PLEBANSKI and Mr. W. Sawicki for commu- 


nicating us their results prior to publication. 
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EJIATH BUCTCKAA TPOBJIEMA JIBYX TEJI B KJIACCHYECKON TEOPHU 
ME3OHHOPO MOJIA 
r. MAPKC u M.A. LMPJIEP 
Pe30wme 
oe ABwoKeHHe AByX actu C OAMHaKOBOM MaccoM B CKa- 


IAPHOM Me3OHHOM Mone. Pemenne pesATHBUCTCKOTO ypaBHeHHA BWOKeHHA, HUE Ee 
O BHMMaHHe U ganasibipaolmni MOTeHwWMal, Toy 4eHO YHCIICHHbIM MHTerpHpoOBaHHeM. a 
anbIX paccTOAHUAX aOcouOTHOe 3HAYCHHEe MCSOHHOTO noTenumana focturaeT 3HaueHHA 
Hepruu MOKOA YacTHIbI me?, ceHOBATeNbHO yckopeHue AByX B3auMHO get eee Us 

Ha 9TOM paccTOAHHH, H. MeHACT SHAK Ha oOpaTHbIt BHYTPH 9TOIt 


° 
OacTH : HacTyiaeT ABIICHHE »)PCIATHBUCTCKOTO OTTAJIKHBAHHA - 


PaccMaTpuBaeTcA KiIaccH4ecK 


DIE EMPFINDLICHKEITSUNTERSUCHUNG 
DER AGFA K2 KERNSPUREMULSIONEN 
MIT DEM ISOTOP. J™ 


Von 


E. Bugpos6 und L. MEDvVECZKY 


INSTITUT FUR ATOMKERNFORSCHUNG DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, 
DEBRECEN 


(Vorgelegt von A. Szalay. — Eingegangen: 23. VI. 1956) 


Aus den Messungen der Spurlange und Korndichte der f-Teilchen, die von dem ver- 
wandten kiinstlich-radioaktiven Isotop emittiert wurden, ergab sich, dass die Empfindlich- 
keitsgrenze der untersuchten Emulsionen zwischen 80—90 keV liegt. Die hochempfindlichen 
Kérner bilden etwa 2—4 Prozent der gesamten Kornzahl. 


Die Empfindlichkeit der Kernspuremulsionen kann durch den spezifi- 
schen Energieverlust angegeben werden, bei welchem die Spur des in der Emul- 
sion sich fortbewegenden Teilchens von den Kornern des Schleiers noch unter- 
scheidbar ist. Dieser Wert hingt von der Art der Teilchen und deren Energie 
ab, daher bestimmt dE/dx die Empfindlichkeitsgrenze der Emulsion, d. h. 
die Energie, bei welch grésseren die Emulsion schon unempfindlich ist. Fir 
Empfindlichkeitsuntersuchungen eignet sich am besten die Bestimmung jener 


- maximalen Elektronenenergie, welche die Emulsion noch registrieren kann. 


K. Lantus [1] untersuchte die Empfindlichkeit der Agfa K2 Emul- 
sionen mit Elektronen verschiedener Energien aus einem Elektronenmikros- 
kop und durch Impragnieren mit einer Thoriumnitratlésung. Bei dem letz- 
teren Verfahren wurde die Energie jener Elektronenspuren gemessen, die sich 
aus den f-strahlenden Atomen der Thoriumzerfallsreihe ausscheiden und 
durch die Emulsion registrierbar sind. Die Thoriumnitratlésung wirkt — wie 
bekannt — wegen ihres ziemlich saueren Py unsensibilisierend auf die Emul- 


sionen und beschleunigt auch das Abklingen des latenten Bildes (Fading). | 


 -yernachlissigbar [1]. 


Aus diesem Grunde fanden wir es nicht iiberfliissig, die Empfindlichkeits- 
grenze der Agfa K2 Emulsionen auch mit Hilfe des Isotopes J*** zu bestimmen. 
Wir erhielten das Praparat, welches das aktive Jod in Form des Kaliumjodids 
tragerfrei.enthielt, aus der Sowjetunion. Die maximale Energie seiner /- 


Strahlen betragt 250 keV (14%) und 605 keV (86%). Um die 100 m dicken 


Agfa K2 Platten zu impragnieren, tropften wir pro Quadratzentimeter eine 


0,08 ml-ige J1*!-Lésung von ungefahr 10-* C/ml Konzentration (py = 5) 
und trockneten sie im kalten Luftstrom. Die Emulsionen wurden nach 10 
Tagen entwickelt. Wahrend dieser Zeit ist das Abklingen des latenten Bildes 
Wir entwickelten die Platten mit einem Temperatur- 


entwicklungsverfahren [Sattigung mit kaltem Entwickler bei 5° C, Entwicklung 


. 
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mit einem »hot plate« Verfahren bei 27° C, 15 Minuten lang]. Die Zusammen~ 


stellung des Entwicklers war : 
Amidol 5g 
Natriumsulfit (wasserfrei) 12 g 
destilliertes Wasser 1000 ml. — a 


Zur Entwicklung der Agfa K2 Platten fanden wir diesen Entwickler und diesen — 

Prozess am besten geeignet. Wir bestimmten die Spuren mit einem Leitz Ortho- | 
lux II Mikroskop mit 1100-facher Vergrésserung ; ein Okularskalenteil ent-_ | 
sprach 1,21 pw. Die Elektronenspuren laufen im Zickzack, deshalb wurden | 
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Tabelle I 
Teen 
hae 
Spurlange im Okularskalenteil | 3 6 | 6—9 | 9—12 | 12 15 | 15—18 | 18—21 | 21—24 | 2427 | 27—30 | 30 —33 |33—36€ 
| 


Jektronenenergie des Gree | BREN See | 
Pisccntere (ev) | 23 | 36| 45} 53}, 60) 67) 73) 80} 84) 69.) 94 


Gee 132 42 ed see 14° 20 she 16 bo 16 Ao 16a) 22.16 
Quht 94 G12 WES eet lS ale. 20 le 27 N85. 28 
we TOG 13 fe lS e229. 184) 218) 2721. 30 
STs CO IG AG eth tote 2s dy 23 ke 24ni 99 
“4 

9 

1 


— | 


12 14 14 15 21 20 26 26 24 | 1% 


WSC a ees as ee ae a 23: 26 
| 10] 10] 14] 15 22 
{04 110 144% 16°17 26 
y ul 19, 23 25 
3eobachtete Kornzahl ' 
eerie B 16 22 : 
| 17 25 
17 27 
13 21 
14 26 
14 
15 
17 
12 
Durchschnittliche 8.7 10.4 |12,0 |14,9 | 16.4 |19,2 | 18,6 | 20,6 | 23,7 | 24,4 23,0 
Kornzahl 4 - - 
Ee 1,59 1,14) 0,94 0,91| 0,82) 0,81) 0,68} 0,66) 0,68) 0,64) 0,55 


Korndichte (Kornzahl/) 


nur solche gemessen, die sich ziemlich parallel zu der Fokalebene bewegten, 
sodass die Korrektur mit dem Schrumpfungsfaktor tiberflissig wurde. Wir 
wahlten mit besonderer Sorgfalt diejenigen Spuren aus, bei welchen mit Bestimmt- 
heit zu entscheiden war, dass sie nicht von der zufalligen Verkviiptung meh- 
rerer Spuren stammten. Unser Entwicklungsprozess ergibt einen niedrigen 
Grundschleier, so dass das Kornzahlen mit einer ziemlich grossen Genauig- 
keit durchgefiihrt werden konnte (Fig. 1). Wir zahlten die Kérner von 91 
verschieden langen Spuren. Die Tabelle 1 zeigt das Ergebnis der Kornzahlung. 
Mit der zunehmenden Lange steigert sich auch die Fluktuation der Kornzahl. 
Wir bestimmten die Elektronenenergie mit Hilfe der Energie-Reichweite- 
Beziehung von R. H. Herz [2]. Die Kurve ain der Fig. 2 gibt die Veranderung 
der durchschnittlichen Korndichte als Funktion der Energie der Elektronen. 
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Von 70 bis 90 keV zeigt sie einen konstanten Wert und tiber 90 keV vermindert | 
sie sich rasch. Die Korndichte kann durch die Entwicklungszeit und Ent- | 
wicklungstemperatur betrichtlich beeinflusst werden ; es ee desnale Ver | 
suche angestellt, um den Einfluss einer langeren Entwicklungszeit auf o | 
Korndichte zu bestimmen. Bei einer 20 Minuten langen Entwicklungszent | 
_. welche sich schon wegen des starken Grundschleiers nicht ache pone = 
zeigte die Korndichte-Elektronenenergiekurve von 63 Spuren ein ahnliches | 
Verhalten (Fig. 2, Kurve b) und lag natiirlich tiber der Kurve a. Der grosse 


20 


15 


1,0 


Hornzahl / Mikron 


OS 


O 10 20 30 40 S50 60 70 80 90 100 110 E(kev) 


Fig. 2. Verinderung der durchschnittlichen Korndichte in den Elektronenspuren 
von verschiedener Energie . 


a Kurve in einer optimal entwickelten, 
b Kurve in einer iiberentwickelten Emulsion 


Grundschleier machte die Kornzihlung sehr unsicher und macht die grosse 
Streuung der Punkte verstindlich. Das Zahlen verrichtete ein anderer Beo- 
bachter mit einem Zeiss LgOG Mikroskop. 2 

Kin grosser Teil der Emulsionskérner hat fast dieselbe Empfindlichkeit, 
ein Bruchteil der Kérner ist aber empfindlicher als der Durchschnitt. Wenn 
ein geladenes Teilchen sich mit einer solchen Geschwindigkeit bewegt, dass 
es in den Kérnern mit durchschnittlicher Empfindlichkeit keinen a 
baren Keim zustande bringen kann, so zeigen nur die hochempfindlichen 
Kérner diesen Abschnitt seiner Spur — mit einer fast gleichmassigen Dichte — 
an. Der Grund der gleichen Kornweite ist in der gleichmassigen Verteilung 


~ 
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der empfindlicheren Kérner zu suchen. In Fig. 3 stellen wir den Durchschnitt 
der totalen Kornzahl als Funktion seiner Reichweite dar. Die Richtungs- 
anderung der Geraden (bei 35 “) zeigt die Grenze, bei der die hochempfindlichen 
Kérner die Rolle der Spurformation tibernehmen. Ihre Zahl ist viel kleiner, 
daher vermehren sie nur in kleinem Masse die Kornzahl der Spur. Das Ver- 
haltnis von hochempfindlichen Kérnern zu denen durchschnittlicher Emp- 
findlichkeit kann roh durch folgende Uberlegung abgeschatzt werden. In der 


30 


Kornzahl 


10 


) 10 20 30 40 50° Rw) 


Fig. 3. Die gesamte Kornzahl der Spuren als Funktion der Reichweite der Elektronen, 
in optimal entwickelter Emulsion 


unentwickelten Emulsion kénnen wir die Kornzahl (g) in einem 100 yu langen 
Linienstiick nach Joanorr [3] folgendermassen angeben : 


=F 150 i 
de 

wo 0 die Dicke, C die Konzentration des Silberbromids, d der Durchmesser 
‘der Korner ist. Der Korndurchmesser der Agfa K2 Emulsion ist zwischen 
0,05—0,2 mu, die Mehrzahl der Korner ist 0,12 w [4]. Mit diesen Werten erhalten 
wir g = 600 Kérner/100 yw. In Fig. 3 ist die Kornzahlsteigerung in der Spur 
zwischen 35—45 mw ungefahr 1—2 Korner, deshalb kann man annehmen, dass — 
die hochempfindlichen Korner etwa 9—4 Prozent der gesamten Kornzahl 
bilden, unter der Bedingung, dass alle exponierten hochempfindlichen Korner 
 entwickelt sind. Die Empfindlichkeit der durchschnittlichen Kérner ist unge- 
fahr 85 keV Elektronenenergic. 
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Die Empfindlichkeit der Emulsion ist durch jenen Elektronenenergie- | 
wert bestimmt, den die Platte noch mit voller Sicherheit registrieren kann, | 


Uber 90 keV ist dies wegen der Fluktuation der Kornzahl und der grossen 
Abnahme der durchschnittlichen Korndichte nicht mehr gesichert. Auf Grund 
der Figuren 2 und 3 sowie unserer oben dargelegten Uberlegungen fanden wir 


fiir die Elektronenempfindlichkeit der Agfa K2 Kernspuremulsion 80—90 keV | 


Energie. 

Herrn Professor A. SZALAY danken wir fiir sein Interesse an dieser Arbeit, 
Herrn A. PotsTer fiir das Durchlesen des Manuskripts, Frau E. MepvEeczKy 
fir ihre Mitwirkung bei den miihsamen Messungen und Herrn Cs. UjHELYt 
far die Verfertigung des Praparates. 
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HCCJIEHOBAHHE UYBCTBHTEJIBHOCTH SATEPHO-®HU3H4UECKHX 3MYJIbCHI 
ATA K2 C TIOMOUIbIO H3OTONA J131 


9. Bytigzomo u JI. Meapeuku 


Peswme 


Hacpilanacb smynbcua Ara K—2 n30Ton0m J131 y H3MePAIHCh AIMHAa uM (TO4ep- 
HeHHe) rycToTa (3epeH) seKTPOHHbIX ceNOB, HaOMwaeMbIX B omybcuu. CpeqHAa ryctota 
SepeH CeOB MOKasaHa Ha pucyHKe 2. Ha pucyHKe 3. BuO OOMee YnCHO 3epeH, cyulect- 
BYIOUIMX B ciefaxX I€KTPOHOB. OTKIOHeHHE TIpsAMOi y 35 « (85 K9B) OOBACHAeTCA TeM, 4TO 
HMCHHO SA€cb HaXOAMTCA MIpese YyBCTBUTeENbHOCTH 3epeH co cpenHeli 4YBCTBHTEIBHOCTbIO. 
B cnyuae sHepruit Oonbumx 85 K9B TpaeKTOPHH OTMeYAIOTCA TONBKO 3€PHaMH BbICOKOM 4yBCTBH- 
TebHOCTH. Ha OcHOBe 9TOFO, 3€pHa BbICOKOI YYBCTBUTCJIBHOCTH COCTABIAIOT 2—4% or oOmero 
unciia 3epen. Ha ocHoBe pesynbTaTOB M3MepeHUA, NOKASAHHbIX Ha PHcyHKax 2 w 3, 9eKTPOH- 
HaA MYBCTBUTCIBHOCTh ANCPHO-usH4eCKUX IMysIbcuii Ara K2 sapnaerca 80—90 KOB. 


K KBAHTOBOM TEOPHH ®EPPOMAPHMTHbIX 
MOJIVHPOBOLHUKOB 


T. WHMKJIOLW 
KA®ME]IPA MATHETH3MA MIy, MOCKBA — LIHHH® BEHTEPCKOHM AH, BY AMEUIT 


(IIpeactaspneno JI. AHoum1. Tlocrynu10 27 uroHs 1956 r.) 


ABTOpOM aeTCH KBaHTOBO-MeXaHH4ecKan TeOpuA TemMMepaTypHOM 3aBHCHMOCTH CaMO- 
TIPOHSBOAbHOM HAMArHHYeHHOCTH GepPpOMarHHTHBIX NOMYNPOBOAHHKOB B OOMACTH HUSKHX 
Temnepatyp. B ocHOBy pacyeTOB B3ATO MpeAMONOKEHHE O CYINCCTBOBAHHH MarHUTHBIX IO]- 
pelleTOK, MOATBEPXKTeHHOe IKCHePHMeHTAaIbHO HelTpoHOrpaduyecKuMM MCCIeAOBAHMAMH. 
B pacuete npuMeHeH Me€TOA BTOPHYHOTO KBaHTOBaHHA B Popme, paspadotranHoi H. H. Bo- 
ronwoospum u C. B. TAOTHKOBHIM. OnpemeseHbl OCHOBHOe COCTOAHHE M SHEep- 
TeTHUCCKHii CMeEKTP CHCTeMbI 9ICKTPOHOB B eppuTax. MoKa3ano, YTo TemMepaTypHaA 3aBH- 
CHMOCTb CNOHTAHHOM HaMaTHHYeHHOCTH (eppuTOB NOMWHHAeTCA B OOMACTH HH3KHX TEMIe- 
paTyp 3akoHy TOro .Ke THMAa, Kak B Cllyyae PEPPOMATHHTHDIX MCTAIIOB H OMHAPHBIX CIVIABOB, 
MUMeHHO 3aKOHy T°”. 


1. BBeyenne 


B nocwegquHve rosbl MpoBeseHbl WMPOKMe SKCIePHMCHTAJIbHbIe UCCIe{O- 
BaHHA MArHUTHBIX HM QIeKTPMyYeCKUX CBOMCTB PepPpHTOB, UX TEXHMYECKUX Xapak- 
TepWcTHK M KpucTasiMmyecKoM CTPYKTYPHI. OHako, TeOpuA UX BIEKTPHYeCKHX 
WM MarHUMTHbIX CBOHCTB HeOCcTaTOUHO paspadoTaHa, B YacTHOCTH, He paspa6o- 
TaHa KBaHTOBad TeOpvA 3aBHCMMOCTH MarHMTHbIxX CBOHCTB (beppHTOB OT TeM- 
mepaTyppl. 

Kpasu-KlaccuyuecKkad Teopua deppHTOB Obiia cosfaHa Heenem [lI]. 
SKCIepMMeHTaJIbHble JaHHbIe, MOYYeHHbIe HeiiTpoHorpapuueckum myTem [2], 
MOATBep»KatoT ero THMOTesy O CYIIeCTBOBaHHM B dbepputax JBYX MarHHTHbIxX 


‘HOspewleroK. 

Tlepppie padoTb! Mo KBaHTOBO TeopHu CMOHTaHHOM HamMarHHyeHHOCTH 
beppoMarHHTHbIX MOYMpOBOMHUKOB [3] He VUMTHIBaIIM CrelMaJIbHbIe cBolicTBa 
eppuros : Hayne MogpelleToK, adTMeppoMarHHTHY!0 CBASh MOY nog- 
pelleTKaMH, KOCBeHHbIi xapakTep OOMeHHOM CBA3H M@)KY MarHUTO-aKTHB- 


HbIMH MOHAMM. 
Ha ocnope runmotesbl 0 CYLlecTBOBaHHi MarHUTHBIx NoxpemeroK K. Bb. 


Bnacosp. un B. X. UuMyxaMeTOB [4] paccunTbiBaIM TemMMepaTyPHY10 
3aBMCMMOCTb CHOHTaHHOM HaMarHMueHHOCcTH (peppHTOB B OO/aCTH BbICOKUX 
‘Temilepatyp, MeTogoM PpeHKeA Taiizen6epra. B o0nacTH HMSKUX TemMepa- 
Typ TemnepaTypHy!0 3aBMCHMOCTb CAMOMPOHSBOJbHOM HaMaTHMYeHHOCTH pac- 
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| 
cuntpipamm X. Kanaan [5] u C. B. BoncospcKkuhk, lO. M. Cen 
nos [6]. Oqnako, aHasu3s IByx NoceqHUXx padoT MoKa3saJl, 4TO mA NOJLYyeHUH 
TeMMepaTYpHOM 3aBHCHMOCTH CNOHTAHHOM HaMarHMyeHHocTH HeoOxoqumo Tpit 
MeHATb Goslee cTporMii MeTog pacueta. B Hacrosmel padoTe IIpuBO,MTCA KBaH- 
TOBO-MexaHWuecKuit pacueT TemilepaTypHOM 3aBMCMMOCTH CaMOMPOHS3BOJIbHON| 
HaMarHVYeHHOCTH (eppHTOB B OOMacTH HUSKUX TeMMepaTyp (cm. ewe [7]).* 

Ha ocnope HefitponorpapuyecKux MccileqOBaHNii MO)KHO CYJMTb O Haq 
TIpaBeHHH MarHUTHIX MOMCHTOB B MO0j/{pelleTKax (beppHTOB passIMYHbIx THIIOB. | 
CrpyKTypy (beppHTOB B 3aBMCMMOCTH OT KOJIMNYeCTBA COPTa MarHUTO-aKTHBHDbIX 
MOHOB VM OpMeHTallMM UX CIMHOBbIX MarHUTHbIX MOMEHTOB MOKHO TIpeACTAaBMTh} 
yiM60 B Be COBOKYMHOCTH JBYX He9KBUMBaJIeCHTHbIX (B MarHATHOM OTHOLICHMN), 
mu60 B BUe COBOKYIMHOCTH TpeX HeIKBMBAJICHTHbIX MOpelleTOK, MpPHyeM T0-+ 
cyleqHee, B UACTHBIX CJIvYaAX, MODKET MepeXOJUTb B COBOKYIIHOCTb TpeX SKBU-+ 
BaJICHTHBIX MoApemleToK. B HacTosme padore paccmaTpHBaIucb 00a 9TH BO3-; 
MODKHbI€ MOfeJIM MeppuTOB. 

B neppoi MogesM KpMcTasMueckad pelleTKa eppuTa Mpeyctapisercs| 
KaK COBOKYIHOCTb JBYX MPOTHBONOI0XKHO HaMarHHUCHHBIX TIPH Hye TEM} 
MepaTypbl He9KBUBAJICHTHBIX TWopeleToK. Takoe mpHOsMoKeHHOe TpecTaB-| 
JICHHE MOKKET ObITh UCHOMb30BaHO [JIA MpoOcTLIx eppHTOB CO CTPyYKTypoi oOpa-; 
WCHHOM WINMMHeIM B Cilyyae, KOra MarHATOaKTHBHble MOHbI OONalawT cXOAHOK 
QJI€KTPOHHOM KOHpurypauMeh, HampuMep, JIA MarHeTHTa, PeppHTOB KOOAaIbTA | 
Mu HUKeIA. Bo Bropol MoyesIM KpucTasIMuecKand pellleTKa (eppuTa MmpescTaB-| 
JifeTcA B OOWIEM CJly¥ae B BHe COBOKYNHOCTH TpeX He9IKBUMBAJICHTHBIX TOJ- 
pelleToK. HamarHvyeHHOCcTb OHO U3 NoApelleTOK OPHeHTMpOBaHa aHTHMapal- 
Jl€ibHO HaMAarHM4YeHHOCTAM JBYX J[pyrMx MoApeweToK. Takoe mpeycTaBeHue 
BO3MO)KHO [JIA CMelIaHHbIX (ePPpHTOB, COeprKall[MX MATHUTO-aKTMBHbIe MOHBI 
TpeX THMOB M WIA MapraHileporo depputTa c oOpawjeHHoH cTpykKTypol ummn- 
Hem : (Fe"")O (Mn Fe'!’) Og . 

IIpeqnosaraim, uro OOMeHHbI€ MHTerpasibl MEXKLY TEMM MOHAMH, CIIMHBI 
KOTOpbIX TIpH 7 = O°K Halpapienbl NapaswiebHO Apyr K Apyry, MoO KU- 
TeIbHbI, a MHTerpasbl OOMeHA Me)KAY HOHAMM C aHTHMAapasWIebHBIMM CMHaMM 
OTPHUaTeIbHbI. Takoe mpefnoonKenue TpeOyeTcA JIA MpaBMIbHoro ompese- 
Ji@HMA HaWHUSIerO SHepreTHyeCKOTO YPOBHA CHCTEMbI 9JIeKTPOHOB. Takum 
oOpasom, Hallla Moye eppuTOB ABJIAeTCA CMeINAHHOH MoOseTbIO (beppomar- 
HeTHKa M aHTHpeppomarHeTUKa. Bo3sMO)KHO, OMHAKO, MpemnomaraTb, aro Bce 


*B padore [6] mpeanonoKeHo, 4YTO “NCO MarHUTOaKTHBHbIX MOH 
OAMHAKOBOC, HO MarHMTHbI€ MOMCHTI y3I0B NMoLpeweToK pa3mnMUHb. 
C. B. TAO nu KOB 3akonUNN pacueT HAaMarHnueHHOCTH @eppuTOB B 
NepaTypbl 4 OT BHEMIHETO MarHUTHOTO TONA, NpeknonorasA, yTo MarHHTHEIe MOMeHTHI Y3J10B 
PaSNM4YHbIX NOAPEWMeTOK PaBHbI, HO MOAPCMIETKH HeSKBUBANeHTHI, HU OH MpoBowuT pacuer 
HaMArHMUeCHHOCTH (eppuTOB ANA cyyas, Kora HW YHCNO y30B M MX MarHHTHBIe MOMeHTBI 
B pa3JIMYHBIX MOMpPeMleTKAX PasHBIe. : : 


ABTOp Tomb3yerca cy4aeM BbIPAsHTb : 
cBow riyOoKy! OnarofapHocTh 3a smM4HOe 
cooOmenne u weHHbe copeTsr C. B. Tad nn KOBY. : : ee “ 


OB B ToApemerKax 
B wactToamee Bpema 
3aBHCHMOCTH OT TeM- 


TE 
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OMeHHBIeC MHTePpaIbl OTPHLWATeIbHbI, HO B STOM CJIy"ae HeOOXOAMMO, UTOObI 
lOMYJIb WMHTerpasioB OOMeHa Me%KY HOHAMBI, CMMHbI KOTOPbIX HallpaBJIeHbl 
HTMMapasWIeIbHO APYr K Apyry, Obi ropa3syo Hobe, YEM MO[YJIb OCTAJIbHBIX 
OMCHHBIX WHTerpaioB. 

Iipu pacuete mpeqnosarasocb, 4TO y KadKMOrO WOHA HaXOJMTCA JIMILUb 
JIMH QJI€EKTPOH, MIPpHHHMarIoUMi akTHBHOe yuacTve B (beppomarHeTusme. 

Jia pelleHHuA 3aqauv NpHMeHAJICA MeTOJ, BTOPMYHOrO KBaHTOBaHHA B 
opmMe, paspadoranHoli H. H. BoronwoOosnm u C. B. Tadnn- 
<OBbIM [8]. DroT MeTOA Ob yoKe PaHbille MpHMeHeH B Teopuu deppomar- 
[eTH3Ma HM anTHdeppomarHeTusma H. H. BoroswwooBbM uC. B. TA0- 
IMKOBHIM [8], M AIA BHIYMCIeHHA TeMMepaTypHO 3aBMCMMOCTH CIOHTaH- 
10H HaMarHHYeHHOCTH (beppOMarHUTHBIX MeTAJJIOB CO MHOrMMM 3J1IeKTpOHaMH 
ia aTOM M OMHapHbIx MeTasIMueckHx civiaBoB E. MW. KoHAOpCKAUM U 
= C. Ilaxopum. [9]. 

Tipu oOmeHe, MMeIOINeM KOCBeHHBIM XapakTep, KaK B deppuTax, raMMJb- 
rOHMaH CHCTeMbI MODKHO MpecTaBUTb B TOK 2Ke *PopMe, 4TO VM B CJlyyae NPAMOTO 
)OMEHHOTO BSaMMOsedicTBUA, eCJIM BBECTH, TaK HaSbIBaeMble MHTErpaibl KOCBCH- 
4oro oOMeHa, HMeHHO B (pope : . 


il a n 
: H=G)—-— > I(fife) Si, Sh- (1) 
2 (f,f24) 


: 
“ye Gy — mocrosnnaa, S7, — MpoeKWMA oMepatopa CHMHa 9MeKTPOHa, HAXOL- 


aleroca B yaule f,, WIM 9Ke BEIparkan S7 uepes onepaTopbl BTOpHUHOTO KBaH- 
roBpaHua (bepMueBcKoro THITA Gf», TAMMJIBTOHMAaH MOKEM 3allMCaTb B BH : 


H= = A (fi 71%) Opn Uf, v4 as 


(fi 1%) (2) 
ait BA B (fifo. %2%1%2) Oth, 9, 4 fare Gr, rg ay! 1? 


(Ff. F2%1% vy v3) 


1 . va 
nae.” = + — ompesenaeT cnMHoBoe cocrosHue gieKkTpona, 4 (ft V, ¥;) u 
Be 


(fifa%1 271 2) — isonet puiparkalouMecs yepes MHTerpasibl KOCREHHOTO 


6meHa Mexay yanamu f, 
B manpnetumx pacuerax “ai Bcerla Oyqem UCxXO 


OHMaHa. 


JWMTb M3 9TOYO FaMVJIb- 


2. Tleppan Mojeab cdepputa 


Ha ocHope nMepsolt monenn MbI paccmorpesia (bepput, Kpucrasmmuecky}0 
TaBUTb KaK COBOKYMHOCTb JBYX IIpOTHBOMO- 


pemlerky KOTOpOrO MOJKHO TIpeAc 
HO iat tate ae nipy aOcOJIKOTHOM HyJIe TeMIepaTyPpbl HEOKBMBAICHTHBIX 


j144 T. WHKJIOW 


nogxpeueroK A u B. IlycTb B y3ulax nogpemerKH A, KOTOpbIe Oyvqem OO03HaYAaTHI 
MHeKCaMM r, PaCcIOIOPKeCHO = MarHUTHO-aKTHBHbIX MOHOB, CO CIMHaMH, OPHeH~ 
-THPOBaHHBIMM BIpaBo, a B y3slax NO/pelleTKu B, o603HauaeMbIxX MHJleKCaMn}) 
J pacnosio>KeHbl > MOHOB CO CIIMHaMH, OPHeHTHPOBaHHbIMH BJICBO. 


Vicxoia M3 yKa3aHHOrO TaMHJIbTOHHaHa ObUIO OpeesIeHO OCHOBHOE} 
COCTOAHHE CHCTEMbI QJIEKTPOHOB, KOTOPOe MOJKHO 3allIMCaTb B (popme : 


itiaeel 
Ey=Go— > 2, Urr)— => TEV eee ee) @| 


(25! 2 ) ee 


MM KOTOPOe elICTBMTeIbHO MMHMMAJIbHOe TIP BbILMeYKaSaHHbIXx TIPeJLI10J10 KE- } 
HUAX O 3Hake OOMeCHHBIX MHTerpasioB. | 

Jia BbaMcIeHMA TeMMepaTypHOH 3aBMCMMOCTM CIIOHTaHHOM HamarHl- | 
‘Y@HHOCTH B OOJIaCTM HM3KHX TeMMepaTyp HeOOXOAMMO BBIYMCJIMTb SHEPrHid | 
claOoBO3OyKeHHEIX COCTOAHUK. CradoBo30yKeHHble 9HepreTHyecKHe COCTOA- 
HUA CHCTEMbI SJIEKTPOHOB B KPHCTase ONpeseIAIHCb MeTOLOM MpHOIHKeH- | 
HOrO BTOPHYHOrO KBaHTOBaHHA, MpHMeHeHve KOTOPOrO MpHBOAMT raMUJIb- 
‘TOHMaH (2) K dopme KBajipaTH4Hont OTHOCHTEJIbHO OllepaTOpOB BTOPHYHOTO 
‘KBaHTOBaHHA GoseBcKoro TuMa 6;: 


f= Ey + & {21 (rry— 3 > I(rl)} bt 6 + 
SL SION — Sleepy or bs — 
- : 
(4) 


— 1 (rl) [bt bt + 6-6] — 
(r,t) 
— 2S I(r’) bt by — > I (1) bi by . 
rr EL 


r#ér’ IAI’ 


J|Maronasinsalnto 9TOrO TaMHJIBTOHHaHa WM HaXxO)KMeHHe, TEM CaMbIM, eFo co6- 


CTBEHHBIX 3HaueHM Ej, MO>KHO MIpOBecTH MPH NOMOUM KaHOHMYeCKOrO mpeod- 
pasoBaHHs : 


a 


ea fra > {ax (1) Ex + 0% (1) ER bt = S {uk (r) Fk + vx (r)éx}, : 
b = Sux () Ex + ve) Es 6 *. (I) Ex é q 
' K K Ux (1) K}3 1 = {uk (Fie + 1K (xd, | 


The & M Ex OMepaTopbl BTOPMYHOTO KBaHTOBaHHA GoseBcKoro THMa, au, (r), 


a 
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x(r) Mu, (I), v~() u Ex ompexenstorca cucremoit uerpipex JIMHeHHbIX 
ypaBHeHHH MW yCIOBHeM HOPMUPOBKH. M3 yKasaHHOM CHCTeMbI ypaBHeHUii MO)KHO 
1OKa3aTb, UTO KadKOMY HMHAeKcy K cOOTBeTCTBYeT JINOO0 cOOcTBeHHOe 3Ha¥eHHe 
EY? vu coOcrBeHHble dbyHKUMM ux (r)3 v_ (I); ux (l) = v% (7) = 0.160 E® ui c06- 
STBeHHbIe PYHKUMH ux (1) 3 vq (Tr); Ux (rT) = vx (I) = 0. Mpu atom ramusbTonnan (4) 
IpeoOpasyetcA K {MarOHaJIbHOMYy BHly : 


H=E)—4E)+ SEP NY + SEP NE, (6) 
(K) (K) 
AE = &{ DEQ |v« (1) P+ > ERK OP} (7) 


CORO 


rye AE) —NompaBkKa BO BTOPOM MIpHOJIM*KeHHM K 9HEPrMM OCHOBHOFO COCTOAHMA. 
M3 ycOBMA MIpHMeHMMOCTH MeTOsa ClleAveT, UTO 9Ta. BEIMYMHA JOJKHA ObITb 
MaJlOH M0 CpaBHeHHt0 C rlaBHbIM WIeHOM. B dopmysie TeMMepaTypHOM 3aBcH- 
MOCTH CAMOMPOHSBOJIbHOM HaMarHHYeHHOCTH 9TOT YWIeH aeT MOCTOAHHY!O, He 
3aBUCAIYIO OT TemMepatypbl. M3 yKasaHHOM JIMHeMHOH CHCTeMbI ypaBHeHuit 
onpesesamuch coOcTBeHHbie sHauenua EY) u EQ, WA KOTOpbIX MbI MOsyUHIM 
cmeqyrojve BbIParKeHHsA : 


Bp => (4g — De + VA ¥ Da — 4 BKCK I 


(8) 
E® =— {Dx — Ax +\(Ax + Dx)? — 4 Bx Cx }, 
rye y, 
dca X Ten pi—eise—] — PIED, 
De= 1 (i) [Loe] — 2 Te), 
@) 
(9) 


Bq = ST) [L—e'*] — SID, 
D 


() 


: Cy = a LGD [Y= eth | = (rl). 


Vicnomp3va TIpeMMOIO7KeHHE O MAJIOCTH KBaguummynbca K (HusKHe TeMIepaTypbl) 
MW, MONb3yAch MpnOTMKeHHeM 6nvoKaiimmx coceyeli, MOoxKeM 3allvcaTb Ax, 


D.., Bx, Cx B Bue: cs 
An = = ay 2 Ler" Kk? — I), 


De = ly K2— I, 
By = aI) K2— Ii), 
Cx = IP K2— I, 


(10) 
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rye a, — paccToAHHe 6nwoKaiumMx coceseH HOHOB MepBoro copTa HT. A. (3HaKH | 


OOMeHHBIX MHTerpasioB VUTeHEI). 
Cnemyer 3ecb OOpaTuTbh BHUMAaHHe Ha TO, TO B cilyyae He9KBMBAaJICHTHbIX 


‘- ay ' 
NospelleToK 7%) u ISP pasnbie BeMUMHEI 


19 = S1(r)=Z20 In, 
Eee ce (11) | 
19 = > 1(r) =ZP In, 

(r) 


(r} 
TaK Kak H3-3a HeO9KBUBAJIEHTHOCTH MOMpelmleTOK KOOP/MHaLlHOHHbIe qucyia Z;) 


u Z‘) pasHble. : x 
B orom npuOnmxenun Ej u E,’. umeeT BU: 


_E® = @ + a2e, K’, 


EY —— a? Eg K? ° 
rye As = 
=I) —IP >0, 
‘ , EPID +I TP 
a= Ber + Bw) + 213 10 —1 
(13) 


ED IP + TP 1 
Th — 1? 


+] 


1 
Eg eau Boy + Tr) +23 


a; 
; l; eater) 
ay 


YuuTbiBad BIMAHMe BHeWwHero MarHuTHoro Noma (H—> 0) uv npoBoyaA pacueTbl 
OOLIUHBIM MeTOJOM, osvaaem CHeyioulyio dopMysy TemMMepaTypHOK 3aBMcu- 
MOCTH CaMOMpOM3BONbHOK HaMarHMueHHOCTH : 


(14) 


— 


M,(1) = M|1— 1,306 


2 70 E 


ae 0,4431 (=) “| 
a9 aoe Lert | Se 


kT 
Ey 2 7 & 


Tipu HusKux Temmepatypax (T — 0°K) e, > kT, Tperuii unen B cpurypow cKoOKe 


MaJI 110 CpaBHeHMI0 CO BTOPbIM(3a MCKIOUeHHeM Clly4aA, Kora €, <kT, &, <kT) 
wu (14) npaxruyecku npuBogutT K saKony T*": 


M,(T)~ M){l—aT"\, 
rye | Se { } (15) 


a ~10-4— 10-® rpag-!. 
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3. Bropan MOjerb cbepputa 


AHaJIOrH4HbIM MeTOJOM Oba paccMOTpeHa BTOpaA, Oomee OOuIaA MOseJIb 
eppuTOB, B KOTOPOH MpeAMoNaraocb, YTO KPMcTasIMYeCKyIO pelleTKY dep- 
PHTa MOKHO MpeACTaBUTb B BHE COBOKYIHOCTH TpeX HEIKBUBAIeCHTHBIX HJIM Ke, 
B YaCTHOM CJly¥ae, TpeX SKBHBAJICHTHbIX MOpellleTOK. 

SHeEprHA OCHOBHOFO COCTOAHHA JIA STOW MOfeJIM paBHa : 


roe o> >) I (rr) —— = in(iepas > I (ss’) + 


(ey) (Re 


Pee es Soot ies iLO) 
(7,1) (r,S) (1,8) 


TaMHJIbTOHHaH, BbIPadKeHHbIit yepes onepaTopbl BTOPMYHOTO KBaHTOBaHuA 
Oo3seBcKOrO THIMa, MMeeT BHI: 


A 
~ 


H=Ey+ S{ SM (rr)— 2 SI (D— BZ (rs) bt by ++ 


+ S{ D1) + D1 ls)-S1(D} bh + 
@ (€) (s) (r) 
+ {> 158’) + SI (ls) —D 1 (rs)} bf b5— (17) 
(s)— (s’) (1) (r) 
— ST (rl) [bf bi +b bi] — BT (rs) [BF bt + bbe] — 
(rl) ns 
— D1 (rr’) bs b iene ALANS} by — > I (ss’) bf by —2 ol i) bib = 


ee (21 Gass s’ 


KOTOPbIi ObITb MOXKET NpHBeqeH K CeAVIOUIeMy yMaroHaJIbHOMy BMJ : 
aR _ A “a a ; 18) 
ple ED NW + > E®) N2) + >> E® N® ( 
seg piace Rae te MOR Ce 


Mf COOCTBCHHBIC 3HAYCHHA SHEPrHH, MCHOMbSYA Mpef{0IOKEHMe 0 MAOCTH KBa3i- 
umiyspca K, VM, MOUbsyAcb NmpvOmMKeHHeM 6nuoKaliummx cocexel, MoryT ObITb 


salMcaHbl B BHC: 
E® — a) + a? Ey K2 9 
E® = e@ + a? es K?, - (19) 
E® = a? e, K? 9 


10* 


w? as, pes 
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3 c OmeHa. 
re e), ef, &, eo & CHOMKHIE BbIPAKCHHA U3 MHTEPPasOB KOCBeHHOFO 0 
YuvTpIBad BIIMAHMe BHeWHerO MarHHTHOTO MMOJIA (H — 0) M MpoBsoyA 
pacueTb! OObIGHbIM MeCTOJIOM, MbI nomvaMM clelyiouyy1o popMyJly TemMepaTyp- 
HOM 3aBHCMMOCTH CaMOMPON3BOJIbBHOK HaMarHUyeHHOCcry : 


(2) 
: 1,306. (kT \#(2 0.4431 (kT \22 _ ‘0 
M, (T) = Mo | — —— |—— a ———s eal e ja & = 
4 702 E3 4. 70 &9 
@ (20) 
0,4431 Ele esha 
Se Se é KT Gis 
A 702 €y 


3/2. 
KOTOpaA MNpW HHSKHX TemMilepaTypax MpakTHuecKu IIpHBOAMT K 3aKOHY Dehn 


M,(T)~ Mo{1—fT*"}, (21) 
rye 
B~ 10-4— 10-¢rpag—?. 


4. SakmoueHHe 


B nate paOoTe BbINOIHeH KBaHTOBO-MeXaHHyecKMh pacueT TeMMepaTyp- 
HOli 3ABMCMMOCTH CaMOMPOMSBOJIbHOM HAaMAarHHYeHHOCTH (beppOMarHUTHBIX MOJy- 
IpOBOFHUKOB THMa deppuToB B OGsIacTH HUSKMx TemMepatTyp. TloKasaHo, 4TO 
(UIA BcCex eppHTOB, AIA KOTOPbIX MMeIOT MeCTO BBILeyKaSaHHble MpeAIOs0- 
SKeHUA, TeMMepaTypHaA SaBMCHMOCTb CaMOMPOM3BOJIbHOM HaMarHHyeHHOCTH 
TOJUMHAeCTCA 3AKOHY TOYO 2Ke THMa, KaK B CJlyuae (eppOMAarHHTHbIX MeTAaJJIOB 
M OWHAPHBIX CIWIaBOB, MMeHHO 3aKOHY, KOTOpbId B XOpollem MpHOMKeHHK 
MooKeT ObITh MpescraBieH dopmysion : 


M,(T) =M){1—a TS, (22) 


rye a WMeeT NOpAAOK BemM4unHBI 10~4—10—6§ rpaq—}. OjHaKO, BOSMO)KHBI HEKO- — 


TOPble OTKJIOHEHHA OT 9TOTO. K coKaIeHHIO, HMee€TCA OUCHb MaJIO 9KCIIEPHMeH- 
TAJIbHLIX paOoT, B KOTOPbIX MCCHeOBallacb TeMMepaTypHaA 3aBMCMMOCTb CIOH- 
TAaHHOM HaMarHMYeHHOCTH (PeppHTOB B OONAcTH HU3KHX TemMepatyp. Ha ocHoBe 
onbitoB Ilote x9 [10], B KoTOpbIxX HaMHU3Iad Temlepatypa, re U3MepsIacb 


w/ 


HaMarHMueHHocTb 20,3°K, M cileqyiollwe usMepeHuA NpoBoyMMch mpu 77,3°H, | 


H€BO3MO)KHO YCTaHOBUTb, KaKOMY 3aKOHY MOMYMHAeTCA TeMMepaTypHaA 3aBH- 
CMMOCTb CIOHTAHHOM HaMarHHYeHHOCTH B OOaCTH MpMMeHMMOCTH MCIOJIb3ye- 
MOrO HaMM MeTOjja. Ha OcHOBe MMeIONIMXCA M3MePeHHi MOKHO JIMLIb CKa3aTb, 
YTO MOJIy4eHHaA HaMM TeMMepaTypHanA 3aBHCMMOCTb KayeCTBeEHHO corslacyeTcA 


C SKCHEPMMeHTaJIBHBIMH pe3yJIbTaTaMM WM MOPATOK BeJIMYMHbI KOHCTAHTbI a@ B 


¥ 


Hale dopmyne cormacyeTcA c 9KCIepMMeHTaIbHbIMH JaHHbIMa Ilo Te H9. 
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ON THE QUANTUMMECHANICAL THEORY 
OF FERROMAGNETIC SEMICONDUCTORS 


T. SrKL6s 


Summary 


The paper deals with the quantum-mechanical theory of the temperature dependence 


of the spontaneous magnetization of ferromagnetic semi-conductors in the low temperature 
range. The calculations are based on NEEL’s assumption that from the standpoint of magne- 
tism the lattice of ferrites can be regarded as the sum of sub-lattices. This assumption has 
been confirmed by neutronographical investigations. The calculations have been carried out 
with the aid of a version of the method of second quantization, worked out by N. N. Bocott- 
uBoy and S. V. T1aBLikov. The ground state and the spectrum of the electron system in ferri- 
tes has been determined. It is shown that in the low-temperature range the temperature depen- 
dence of spontaneous magnetization of ferrites obeys a law similar in type to that valid for 
ferromagnetic metals and binary alloys: 


Ne 


eo SAN 


M,; (T) = Mo{1—aT"}. 
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The energy and eigenfunction of the ground state of the H,* molecule-ion have been 
determined. The eigenfunction is built up of those of the united atom (Het-ion) keeping in them 
a few variational parameters. The eigenfunctions used are the Is, 2s, 3s, 3d and 5g eigenfunc- 
tions of the united atom. The analytical part of the calculations is very simple. The nume- 
rical calculations are not any more complicated than those previously used. The best dissociation : 
energy value obtained by this method is 0,082, e/ay. Comparing this with the experimental 
value 0,1 e?/ay it can be seen that the calculated dissociation energy relatively slowly converges 
towards the experimental value. 


The binding of the simplest quantum-chemical system, the Hz molecule- 
ion, has been dealt with by numerous authors. Almost all the methods develo- 
ped so far resemble each other in that they determine the eigenfunction on 
the basis of a two-centre model. Calculations based on a one-centre model, the 
united atom model, have been carried out by FINKELSTEIN and Horowitz [1] 
as well as by Morse and STUECKELBERG [2]. However, this model was only 
applied to small nuclear separation values (much smaller than the equilibrium 
nuclear separation of the H,' molecule-ion). Recently MatsEN [3] has shown 
that the trial functions of the excited states of the H;’ molecule-ion can be 
based on a one-centre model. Thus he obtained tolerable internuclear separation 
curves for the excited states of the Hz’ molecule-ion. However, the calculations 

for the ground state failed to yield correct results, because in the approximation 
used by Matsen the molecule was not stable, i. e. its total energy was found 
to be larger than that of a neutral H atom. 

The purpose of the present paper is to show that if the eigenfunction 
is assumed in a suitable form the ground state of the H; molecule-ion is found 
to be stable in the one-centre system too. This form of the eigenfunction 
represents the essential and unessential properties of molecular eigenfunctions 
in such an interesting manner that it becomes possible to assume the eigen- 


functions in a much more general way than before. In the eigenfunction of the 


ground state of the H; molecule-ion in addition to the eigenfunction of the 
_ ground state of the united atom those of the excited states play a very impor- 
tant role. In the first approximation the one-centre eigenfunction of the ground 
_ state is built up of the eigenfunctions of the 1s, 2s and 3d plates of the united 
atom. The contribution of these states is very essential as with the eigen- 
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| 
function set up in this way the molecule model is stable. For the energy the} 
contribution of the 1s state is the most important. As compared to the ls 
state the other states play a much smaller but relative to one another 
approximately equal parts. 

In molecular calculations the important problem arises whether the} 
analytical and numerical calculations involved can be carried out at all, and 
if so what are the difficulties to be tackled. Comparing the one-centre and 
the corresponding two-centre model calculations we may state that the ana-; 


lytical part of the former is a good deal simpler and the numerical part is not} 
more complicated. Owing to their simple construction the one-centre} 


eigenfunctions are much easier to use in the further calculations. 


Determination of the one-centre eigenfunction and the energy 


According to the variational method most frequently used in the mole-! 


cular theory the best approximation of the eigenfunction of the molecule} 


is given by that p function which minimizes the expression 


-y*Hydt 
fe ean MER SNS (1) 
\ytydt 
The value ¢, belonging to that »y is under the given conditions the best appro- 


ximate energy value. H denotes the Hamiltonian of the system and dr the 
volume element. 


-e 
G ty 
ae 6b 
——_—_— R—__ + 
Fig. 1 


~ 


The Hamiltonian of the Hz molecule-ion is (in this paper we expres 
all terms in atomic units [4]) 


1 2 : 
H=——ea4—"—* 4, 4/7 _€ f), 2 @ 
Tq Tp R r Es Tp Roe 


The meaning of the individual quantities in (2) is shown in Fig. 1; a and 
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denote the respective positions of the two protons. One of the end points of 
r is the point halving the distance between the two protons. 4 denotes the 
Laplace operator, e the positive elementary charge and a, the radius of the 
first Bohr orbit in the hydrogen atom. 


1 2 
Hz =—— etd — (3) 


r 


is the Hamiltonian of the system consisting of a nucleus of the effective nuclear 
charge Ze at the point halving the distance ab and an electron. If Z=2, then 
(3) is the Hamiltonian of the united atom of the Hz molecule-ion, i. e. the 
He* ion. Naturally, here we have neglected the difference between the mass 
of the electron and its reduced mass, which is quite allowable, since the 
nuclei are regarded as at rest. The Schrédinger equation of the hydrogen- 
like problem is 


il Ze 
LT iene Aon gre Yn = Ez, Yn (4) 
and its solution 
Yn = Rn (r) Yim (9, 9) . (5) 
For the energy eigenvalue we obtain 
Lae ore 
f= oe (6) 
2aaneea, 
In (5) Yim is a spherical harmonic, thus 
ts ! , 
Ym= PANE Asa P? (cos 0) e'”? , (7a) 
4a (L+m)! 


=a al ee L, Opel 


where P is a non-normalized Legendre polynomial, 


1/2 3/2 
pepe es Pal o-#2 gf L241) (0), (7b) 
[an +)!P2n Ny 


where Le is an associated Laguerre polynomial and 


154 R. GASPAR 


On substituting Hz into (2) it can be seen at once that the terms involving i 
Z are cancelled and thus these terms do not play a considerable role in the jj 
Hamiltonian of the Hj molecule-ion. Thus the value of Z can be assumed || 
quite arbitrarily. | 

We could imagine a perturbation method in which the states of the united | 
atom would play the role of the unperturbed state, the Hamiltonian of which | 
would be H, and the remaining terms in H would play the role of a perturbation | 
potential. It is evident that if R is small, i. e. the two protons are near each | 
other, the perturbation method may yield good results. However, we want | 
to treat the ground state of the Hz molecule-ion, in which R is not small. Thus 


we have to apply the variational method and to find a suitable trial function 
for the éigenfunction of the ground state. As the molecular eigenfunctions 
and eigenfunctions (5) satisfy the same boundary conditions, and apart from | 
the effect of the continuous spectrum, eigenfunctions (5) represent a complete | 
system, the trial function can be assumed in the general form | 


i Ses a Cn,l,m Rei (r) Yim (3, ?) : (9) 
n,l,m : 
To find the appropriate form of the trial function it is of great help if we know 
the symmetry properties of the state under consideration of the molecule. 
The ground state of the Hz molecule-ion is a 2X7 state. The component of the 
angular momentum along the molecular axis vanishes, which means that the 
eigenfunction has a rotation axis: the molecular axis. The eigenfunction has 
an inversion point too which is the point halving the distance between the two 
protons. Considering these conditions we obtain that of the eigenfunction (5) 
only those can be taken into account for which m= 0 and | = 2k, where k 
denotes an integer and thus | is even. Taking into account these arguments 


(9) becomes 
y= 2, Cn,2k,0 Rn ox (T) Yoro (F, ) « (10) 


In (9) and (10) the cy 1m ’s denote variational parameters. In addition 
we regard the effective nuclear charges Z in the radial part of R(r) as variational 
parameters. It should be noted that in general we do not assume the effective 
nuclear charges Z to be the same for each term in (9), but we vary them inde- 
pendently of each other. 

Substituting (10) into (1) with the aid of (2) we obtain the energy as a 
function of the variational parameters Cnex and Z. This function has a 
minimum for the variational parameters Cy 2%9 with the condition 


de ay 11% 
Bn’ 2k,0 : : ( ) 


i Ba) De ee 0 eae 


po 


UNITED ATOM MODEL OF THE H,° MOLECULE-ION 155 


The parameters ¢p.2x,0 then satisfy the homogeneous linear equations 


»d ¢, (Hy — 2 Sy) = 9; (12) 
i=n,2k,0 and j=n,2k,0, (reel ve,as i) (FSR E oye 


The values of E can be obtained from the secular determinant 


|| Hy — E Sy] =0- (13) 
For the values of i and j see (12). 
The meaning of the matrix components in (12) and (13) is the following : 


Si = J vi ydv (14) 


is the so-called overlap integral, which would vanish if each term in (9) were 
orthogonal to the others. As we have already noted the effective nuclear 
charge in each term of (9) is also a variational parameter. Thus the value 
of Z will differ in the individual terms ; the terms are generally not 
orthogonal to each other and in most cases Sj; ~ 0. Nevertheless in one case, 
Si = 9, independently of the value of the Z’s, namely if the angle-dependent 


parts of two terms in (9) are different spherical harmonics, which occurs if the - 


states have different quantum numbers, I or m since the value of Z occurs 


only in the radial part of (5), and not in its angle-dependent part. 


Hy =| vi yd (15) 


is the matrix component of the Hamiltonian. Substituting (2) into (15) and 


taking (3) into account we obtain 
Hj = Ey Sy —Via +2V%- (16) 


In (16) ee 
% e€ 
Vi= Site dv (17) 


is the matrix component of the Coulomb interaction between the nucleus of 


charge Ze of the united atom and the electron and 


2 : 
yx, = —Syi— yi (18) 
Ta 


is the matrix component of the interaction between one proton and the electron. 


In special cases (17) can be written in very simple form; e. g. Vij = 2E,; and 
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if the i and j terms differ in | Vij = 0. The determination of the analytical 
expression of V;; does not involve difficult calculations in the general case; 
either. 

(18) can be determined in the following way. Let R/2,r and r, be three} 
sides of a triangle (see Fig. 1). With this condition according to the well-known) 


expansion 
k 
alee pT (k= |m])t _r(@)" pin (cos 9) - Pi! (cos #”) ei), (19) 
Te i, “<m (k-+|m|)! r(bya2 


In (19) r(a) is the lesser and 1(b) the greater of R/2 and r.9,y and 0, y’ are the} 
angles giving the direction of the vectors determining the respective positions} 
of the electron and the proton. ) 
Substituting (19) into (18) we obtain [5] | 

k —|m, — mj |)! 7% | | 
V2, = ck (1, m;3 I’, m;) i enlisting ia (20) 
: 2 (& + {7m — mj |)! | 


| 
where n, 1, m; and n’, I’, m; denote the quantum numbers of the i-th and jan | 
state, respectively and 


ck (I,m; V’,mi) = J P\l (cos 8) P|?! (cos #) Pi ™1(cos 8) 


0 


sin ? 
2, 


di . (21) 
The meaning of the g“(n,1; n’, I’)’s in (20) is the following 


Bi ast W'1)— [Ryo Raw) — Pdr. (22) 


Here R,, is the radial part of the eigenfunction of the electron with the quantum 


numbers n and I. For the numerical values of (21) in the case described here 
the reader is referred to e. g. [5]. 


Results and discussion 


~S 


Having described our method and the associated analytical calculations 
in detail we now proceed to discuss the results yielded by them. In the cal- 


culations carried out for the Hy molecule-ion the most general form of the 
eigenfunction was : 


Y = Crs Rys (Z1, 7) + 95 Res (Zo, r) + c35 Reg (Zs, r) + 


23). 
+ 34 Rgq(Z5, 7) Yoo + 5g Rs. (Z;, r) Yao oie 


cham 
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ind the energy was determined from the secular equation 


Hy, — & Fy, — Sj. é Fy, — Sy ¢ Hy, A}; 

Hy, —Sy.& Hy,—é Hy3 — Sox & ink He 
| Hee sSe ee, 2558. Hye Hi, Hi,  |=0.(24) 
| A; Ag; As, Hy3—eé Hyg 
| Ay; A3; Hs; H's H;'5—€ 


In (23) the variational parameters c and the radial eigenfunctions are labelled 
instead of 2k by the more usual notation s,d,....In the argument of the 
radial part of the terms the parameters Z; to be varied independently of each 
other are also indicated. The matrix components and the overlap integrals 
in (24) are labelled only by the n’s of the eigenfunctions involved, distinguishing 
the matrix components of the d and g states from those of the s state by one 
and two commas, respectively. 

It is interesting to examine the extent to which the value of minimum 
energy depends on the form of the eigenfunction. With a view to this the value 
of minimum energy has also been determined with the aid of trial functions 
involving less terms. As is known from the exact numerical calculations of 
TELLER and Burrav [6], [7] an important characteristic of the eigenfunction 
of the Hz; molecule-ion is the high electron density between the two protons 
and the relatively high electron density in their neighbourhood. It is interesting, 
however, that the latter region of high electron density is on that side of the 
proton on which the other proton is situated. The high density between the 
protons can easily be taken into account by the ls eigenfunction of the united 
atom. For R, = 1,84) and the parameter value Z, = 0,95 the value of mini- 
mum energy is E, = —0,470, which is insufficient to give rise to a stable mole- 
cule. Another possibility is that, in order to obtain higher electron density 
in the vicinity of protons, the trial function be built up of the 1s and 3d eigen- 
functions of the united atom, naturally taking great care that the symmetry 
of the selected 3d eigenfunction corresponds to that of the molecule... With 
this trial function, with the nuclear separation R= 2,025a), the parameter 
values Z, = 0,925 and Z3 = 6,35 and the energy Ey + 0,5¢2/a) = —0,0184 e?/ay 
the molecule becomes stable. Comparing this with the experimental energy 
value it is evident that the trial function selected for the eigenfunction may 


still be endowed with very essential defects, as the difference between the 


experimental and the theoretical values especially with regard to the dissocia- 


tion energy is still considerable. — 
A common defect of the above trial functions is that for r = 0 they have 


no tangent 0 but a singularity. From this follows that the vicinity of r= 0 
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contributes considerably to the average value of the kinetic energy. As can | 


readily be shown the above trial functions cannot change this fact and consider- 
able change can take place only if a further spherically symmetrical eigen- 
function of the united atom is introduced into the trial function. For this 
purpose we select a hydrogen-like 2s eigenfunction. In this case the energy 
greatly decreases. For a nuclear separation R = 2a, and the parameter values 
Z, = 1,135, Z, = 3,6 and Zi = 6,6 the value of minimum energy is 


E, + 0,5 e?/ay = — 0,0737 e?/dy . 


It is of interest to note that using a trial function consisting of the spheri- 
cally symmetrical 1s and 2s eigenfunctions, for the nuclear separation R = 2a 


i 
| 
i 
{ 


and the parameter values Z, = 1,12 and Z,= 3,6 the energy E, + 0,5 e?/ay = | 
— —0,0148 is not much different from that of the H atom, involving two | 


terms just asin the case of the former trial function. A considerable improve- 
ment in the energy is brought about by the simultaneous substitution of the 
2s and 3d eigenfunctions into the trial function, or, as it is often referred to, 
by their interference effect. . 

With the eigenfunction set up as the linear combination of the 1s, 2s, 
3s and 3d atomic eigenfunctions the energy is found to be a minimum for the 
parameter values 


FA T13. Zp 3,6 52, = 12 212, S66 


and for the equilibrium nuclear separation R = 2a). The value of minimum 
energy is E, + 0,5 e/a) = — 0,0752 e?/ay which is to be compared to the 
experimental value —0,1 e?/a). From this attempt it can be seen that the use 
of further spherically symmetrical terms in the trial function influences the 
energy but to a very small extent. It is probable that the energy does not 
converge towards the correct value at all if the trial function of its eigen- 
function involves spherically symmetrical terms only. 

To decide the problem of convergence the 5g eigenfunction has been 
inserted into the eigenfunction built up of the 1s, 2s and 3d eigenfunctions. 
This calculation being but of informational character in the energy expression 


only the variational parameter of the 5g term was varied. For the 1s, 2s, and 


3d terms the parameter values obtained by the former calculation were used. 
For the parameter values 


Z4,=1138; 2,=3, Z2;=66 and Z,~23 
‘the value of minimum energy becomes 


E, + 0,5 e?/a, = 0,082; e?/a9 . 
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t can be seen that the contribution of the g eigenfunction is significant. The 
\bvious reason for this is that the g eigenfunction used here may considerably 
ncrease the electron density in the vicinity of the nuclei, thus greatly improving 
he properties of the molecular eigenfunction. 

In conclusion we note that owing to the slow convergence of the series 
he energy obtained by even the most complete trial function does not approxi- 
nate the experimental value sufficiently closely. However, the energy decrease 
-aking place when introducting the individual terms into the trial function 
sonvinces us that by taking a sufficient number of terms into account it is 
possible to obtain the exact energy value. 
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OBbEQUHEHHAA ATOMHAA MOJEJIb MOJIEKYJINPHOrO MOHA H, 
P. Tammap 


Peswme 


B unacrosme paGoTe ompesensioTcaA 9HepruA U coOcTBeHHaA YHKUMA OCHOBHOTO 
cocTosHuA voHa MomeKysbI H,. CoOcTBeHHaA byHKUMA COCTABIACTCA U3 COOcTBeHHBIX (yHK- 
uuii nona Het, B KOTOpEIX H€KOTOpble MapaMeTpbl OcTaBIAIOTCA CBOOOAHBIMU. CocraBHble co6- 
CTBeHHBIC PYHKUM ABIAIOTCA COOCTBEHHEIMU oyHKuusamn 1s, 2s, 3s, 3du 5g HoHa He+, AnasmTu- 
ueckve HM YHCICHHBIC BLTYNCIeHHA Haulero MeTOAa He ABIAIOTCA Gomee CJIOXKHBIMM, YM B 
Epyrux padotax. Hannyumee Toy4eHHOe YMCIeHHOe SHATCHHE AIA oHeprun Auccolumalnn 


coctapinet 0,0825 e2|d). Ecau €ro CpaBHHTb C 9KCHeEPpHMeCHTAJIbHBIM 3HadeHHeM 0,1 edo, 


MOMKHO yTBep»KLaTb, YTO pacueTHad SHEeprAA MMCCOUMAaNMH CPaBHUTeIbHO Me/WICHHO CTpeMAT 


K 9KCIHePHMeHTaJIbHOMYy 3Ha4CHHD. 


ie 


“4 
i 
~ 
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ZUR STATISTISCHEN NAHERUNG 
DES MEHRTEILCHENPROBLEMS DER WELLEN- 
MECHANIK, I 


Von 


K. LapAnyt 


FORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 22. IX. 1956) 


Es wird die von MAcKE ausgearbeitete statistische Naherung des Mehrteilchenproblems 


- der Wellenmechanik fiir den Fall einer beliebigen Zahl von Teilchen untersucht und der Beweis 
 erbracht, dass der Energieausdruck nur bei einer sehr grossen Teilchenzahl in den bekannten 


EE —aaaaeES$O“UJreeE=Is ee ee 


statistischen Energieausdruck iibergeht. 


1. Einleitung 


Wie von Macke nachgewiesen wurde [1], geht der Hartree-Focksche 
Energieausdruck bei Approximation durch einen den Einteilcheneigenfunk- 
tionen entsprechenden Naherungsansatz im Falle einer grossen Teilchenzahl 
N in den bekannten statistischen Energieausdruck iiber. Naturgemass mussen 
die Naherungsfunktionen die Orthogonalitatsbedingungen befriedigen, weil 
sonst die Hartree-Focksche Energie unter den empirischen Wert sinken kénnte. 
Ferner ist der Naherungsansatz so zu wahlen, dass man anstelle der im Energie- 
ausdruck stehenden Summen auf Integrale ttbergehen kann. Die Naherung 
kann bei nicht zu grosser Teilchenzahl (selbst bei einer Teilchenzahl um etwa 


N = 1000) die Quelle eines bedeutenden Fehlers in der Fermischen Energie 


‘sein. Dieses Problem wurde von PAUNCZ fiir ein aus N freien Elektronen beste- 


hendes System untersucht, die in einen Wirfel von der Kantenlange @ ein- 
geschlossen sind [2]. Pauncz wies nach, dass die auf Grund der Fermischen 
Formel berechnete Energie im Falle eines nicht zu grossen N wesentlich kleiner 
ist als der quantenmechanische Wert. (Der Fehler belauft sich bei 20 Teilchen 
auf rund 87%, bei 100 Teilchen auf rund 47% und betragt selbst bei 1000 
Teilchen noch etwa 20%). Nach den Berechnungen von Pauncz lasst sich 
diese Abweichung nahezu villig ausschalten, wenn man in Betracht zieht, 
dass keine der Impulskomponenten Null sein kann. 

Im nachstehenden soll nun ein einfaches Niaherungsverfahren angege- 
ben werden, mit dem sich die im Energieausdruck stehenden Summen bei 
Benutzung von Einteilcheneigenfunktionen vom MackeEschen Typ durch 
Integrale ersetzen lassen. Die hierbei erhaltenen Ergebnisse sind auch im Fall 


einer nicht zu grossen Teilchenzahl gut verwendbar. 
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2. Die Auswertung des kinetischen Energieausdrucks 


MACKE setzt die Einteilcheneigenfunktionen Wn (t) in folgender Form an: 


va(t) = ae pn (t) (1) 


Gn (t) = i /2sin [7 nx yx (t)] - (2) 


Die »Quantenzahlen« n,, m2 und nz sind positive ganze Zahlen und a(t) ist 
eine reelle Funktion. Vom Gesichtspunkt der weiteren Darlegungen ist es | 
wesentlich, dass keine der Quantenzahlen Null sein darf. Die angenadherten 
Einteilcheneigenfunktionen sind dann orthogonal, wenn die folgenden Bedin- | 
gungen erfullt werden : | 


1S eae ~0, 
N OX, 
ferner 
0 < Yr << 1 . (3) 


Schliesslich ist es noch zweckmiassig, die nachstehende Bedingung aufzustellen: 


See ae LS Pe ee: 4 
6x Or anfic() « (4) 


Auf Grund der obigen Beziehungen ist 
o = NV fifa fs . . (5) 


Wenn die Besetzungszahl in jedem ny-, ng-, ng-Zustand g = 2 oder 0 betragt, 


kann_ die kinetische Energie bei Beriicksichtigung der Beziehung (1) auf fol- 
gende Form gebracht werden : 


}2 
Exin = 
a al 


Das erste Glied ist die Fermische Energie. Setzt man fiir die Funktionen 
Mn die durch den Ausdruck (2) gegebene Fom ein [1], so erhalt man: 


#2 
re 


1 OF ae 
= 5 | ye Sits pit pdee, 


Oo 8 Yn 


dv. (6) 


> die =. fae) 


or Or 


Fite 


oe Sa fint + fant + font do — 
yeegreg , (7) 
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Pr= Thnk) fi (t) (8) 


ist. In den obenstehenden Beziehungen ist die Summierung auf jene 
n(n, Ny n3)-Zustande auszudehnen, bei denen die Energie ein Minimum besitzt. 
Selbstverstandlich kénnen diejenigen Zustande nicht besetzt werden, bei denen 
irgendeine Komponente n, Null betragt. 


Fig. 1. Der Bereich Tesf in zwei Dimensionen 


Ahnlich wie in der angefiihrten Arbeit von Pauncz lasst sich nach- 
weisen, dass im Grundzustand die Summe der Quadrate der keine Komponente 
von der Grésse Null enthaltenden Vektoren p in guter Naherung 


DS(+pi+P= Sra | rae (9) 


T off. 


betragt, wo das Integral auf deneffektiven Bereich T,;; des Raumes p zu erstrek- 
ken ist (Fig. 1). Der Bereich T,s; enthalt jene Punkte eines positiven Kugel- 
-achtels vom Radius p,,, deren Koordinaten die folgende Bedingung befriedigen: 


ie eee 
Pe dk = 5 TAA - 


Die Berechnungen kénnen verhaltnismassig einfach durchgefiihrt wer- 
den, wenn man als Approximation des geschilderten Verfahrens lings jeder 
'Koordinatenebene Kugelschnitte von der gleichen Dicke d= (d,d,d,)? 
‘ausschliesst. Diese Naherung ergibt im allgemeinen eine untere Grenze fir die 
Energie E-. Das Verfahren fahrt natirlich auch eréssenordnungsgemass zu 


gi* 
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guten Ergebnissen, wenn die Funktionen d, in jenem Bereich des Koordinaten- 
raumes, in dem die Teilchendichte @ betrachtlich ist, nahezu von gleicher Grosse 
sind. 

Das Volumen ®,,/, des Bereiches Tos ist als Funktion von p, im Falle 
der obigen Naherung [2]: 


hc oni 


1 4a dt 
Peps Pu) = roarwn ie 3__ 4,5 p2d + 5,7295 p, d? — 1,9098 rao) 0,40986 a). 


caterer oe» mange 


Der Grenzradius p,, lasst sich auf Grund der Bedingung 


en Y Vfifefs 


Depp = 


ecimmess Im Sinne der obigen Ausfiihrungen erhalt man dAhnlich wie bei 
den Berechnungen von PAUNCZ : 


ok 1/2 . 
pe ae eh elt fund: N-184 0,081 N-2— 0,031 N-1). 


Nunmehr ist es af atiay auf die angenaherte Seer ameae der im Fer ) 
mischen pera ese tree vorkommenden pune tiberzugehen : : 


~ 


1p seat fees j P a(n» e 


Tefh ’ “hs . ; 
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Fir die Fermische kinetische Energie ergibt sich also : 


: 2 2/3 
Ep = x(N) xg | a3 dv, m= ea} | 3 | ; 


Es ist ersichtlich, dass die Fermische Energie nur bei sehr grossen N- 
Werten in den bekannten statistischen Ausdruck tibergeht (Fig. 2). 

Schliesslich sei hervorgehoben, dass die Berechnung des zweiten und 
dritten Gliedes des Ausdrucks (6) der kinetischen Energie bei nicht zu grosser 
Teilchenzahl im allgemeinen verwickelt ist. 


20 
-I€(N) 
1.5 
1,0 ; 3 3 
_—__> 
sologN 


Fig. 2. Die Funktion x(V) im Fall einer kleinen Teilchenzahl 


3. Diskussion 


Es wurde nachgewiesen, dass man bei Anwendung von. Einteilchen- 
eigenfunktionen vom Typ (1) im Falle einer kleinen Teilchenzahl (z. B. bei 
Atomen) zu einer wesentlich héheren Fermischen Energie gelangen wird als auf 
Grund des statistischen Atommodells. Es erscheint daher zweckmiassig, die 
Einteilcheneigenfunktionen in einer Form anzusetzen, aus der man auch bei 
kleiner Teilchenzahl ein mit dem statistischen Energieausdruck gut iiber- 
einstimmendes Ergebnis erhilt. Es ist offenbar, dass man im Falle von Potential: 
kisten mit der Benutzung von Eigenfunktionen vom Typ (1) bessere Ergebnisse 
erwarten darf. Die Energie bleibt jedoch bei richtiger Wahl der Grenzbedingun- 
gen immer tiber dem wellenmechanischen Wert. Auf dieses Problem soll noch 


in einer spateren Arbeit zurickgekommen werden. 
; E sei an dieser Stelle Herrn Prof. P. GomsAs fiir seine wertvollen Rat- 


schlige der beste Dank ausgesprochen. 
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O CTATHCTHYUECKOM NPHBJIVKEHHU KBAHTOBOMEXAHHYECKOM 
MPOBJIEMbI MHOrMX YACTHL, I 


K. Jlaqanbu 


Pe3wme 


rte ee ee ae 


Paccmatpupaetca paspadoTaHHoe MaxkeoM ctaTucTuyeckoe mpHOmMxKeHHe KBaHTO- 


BOMeXaHHMUeCKOM MpoOmemMbl MHOrMX YacTUIL B cay4ae H000r0 YNcMa YaCTHL. TloKasuBaeTcs, 


UTO BbIPaKeHue 9HEPIHH TOJIBKO B Cilydae OYCHb Gonbuloro 4ucNa YaCTHI MepexOAMT B HSBeCT- 


Hoe BbIPAKeHMe SHEPrMH cTATHCTHYCCKOH TeOpHH. 
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KPATKHE COOBMEHHA — BRIEF REPORTS — KURZE 
MITTEILUNGEN 


ON THE EQUATION FOR A DISTINGUISHED 
COMPONENT OF THE STATE VECTOR 
By 
Ke NAGY 
INSTITUTE FOR THEORETICAL PHYSICS OF THE EGTVOS UNIVERSITY, BUDAPEST 


(Received 28. V. 1956) 


Here we wish to generalize to some extent some of the results of 
- W. Krourkowski and J. RzEwuski which appeared recently under the same 
title [1] (see also [2]). We derive the equation of motion for a distinguished 
component of the state vector of interacting fields using always the interaction 
picture and arbitrary space-like surfaces instead of t = const. planes. 
The equation of motion of the fields is 


6\o> 
6 o (x) 


ihe = H(x)|o>, (1) 


where o ~ is the state vector, H(x) the interaction Hamiltonian. Let us denote 
by P,, the projection operator, which projects the state vector into its distin- 
guished component lo > =P, | o >. We suppose 6P)/da(x) = 0. Obviously 


Py =1—-P,, Pi = Pi, Pde dis P,P, =P, P,=9. 
Now we perform a unitary transformation of equ. (1) as follows : 


lo >’ = UA[o, a] |e >. 
Oo’ = U-1 [o, Oo] O U [o, Oo] > 


== J (P, HP; +P HP.) dx}, (2) 
Cc 


U [o, o)] = Pexp 


where P is Dyson’s chronological operator. We obtain 


gee =(PyW PPP Pyles (3) 
6 0 (x) 

Multiplying this equation by P or P '» respectively, we obtain two equations. 

After eliminating from the’ first equation the state vector |o >, by means 
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of the second equation and returning afterwards again to the interaction pic- 
ture, we obtain the following integro-differential equation for the distinguished 


component 


L z / 
Fy cece PRET (x) By +P\H(2)P,Pexp|—>—| P, HP, de'\o,>1— 
3 “ (4) 
a oa K (x, x’; 0,0’)| 0’ >) dx’ , 


K (x, x’; 6,0’) = P H (x) Py Pexp | 4p fPL He) P, dx" PL) Py. (5) 
Cc 


If (x, — x,)? > 0, then [H(x), H(x’)] = 0 and with this we see that the integ- | 
rability condition : 


Rabe pone ee ee ih a 


da(x)da(y)  da(y)da(x) 


is fulfilled. We suppose in the following that loo >, =0. Writing lo > 
= R[o, 7] | >) we see that the (non-unitary) operator R satisfies (4) with 
the initial condition R[o»,o)] = 1. The integro-differential equation (4) may 
be replaced by an equivalent, pure differential equation if we suppose 


|Kew ¢,0’) dx’|o’ >, . 


59 


i 


Vio>=—- 5 


Using the operator R we obtain for V 
V (x; 0, 09) = — as (nex 30.0) dx RiG, Col Re (onc ols (6) 
c 


which is in general non-Hermitian and depends explicitely on the o. Thus 


we get instead of equ. (4) the equation of motion of the distinguished com- 
ponent as follows : 


fae 0 : 
Fhe 30 FI. = (Py H (a) Py + Vs 04))\0 > (7) 
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which we wanted to derive. From the equ. (6) and also from the fact that R 
satisfies equ. (7) we obtain an integral equation for V 


V (G20. 0,) — 


o 


So 
+ V (x";0", 5o)) dx” , 


from which V. can be determined. If the value of the coupling constant is small 
we can solve this equation by means of iteration. Thus in second approximation 


V@ (x; 6,0,) = a rite P,P, H (x) P, dx’. (8a) 
«0 


Let us choose e. g. a bare Dirac-particle state as a distinguished state, 


that is [3] 


Ree Sie; \P 
i a Fae eee eee 2 est Ss 


n m Pp 
TD y, do,, lf Yu; doy, igh i 


oa 


doo: <Xy os ns Yao Ym3 Fn > Fale 


i I 
025i O26: 


Pi =i { [x >7d0,<2| SS byt. 


oO 
where 
tye iMac 21a “be 


= (n! m! pl)" Pm) VO) PO (4) 10>: 


| 0 > is the bare vacuum state, Y, the operators of the Dirac and Bose fields, 
respectively and +’ the charge conjugate operator. Then we can convince 
ourselves by aid of (7) and (8) and the formulas above that the S matrix derived 
from equ. (7) (%}— — co) is the usual one, and thus the term Pi HP, neti 
— dme2 yp) | 00> <0 | y? just cancels the diverging self-energy terms arising 


from V. 
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THE CALORIMETRIC DETERMINATION 
OF THE EFFICIENCY OF ZnS-TYPE LUMINESCENT 
MATERIALS 


By 
Gy. GERGELY 
RESEARCH INSTITUTE FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 


(Received 5. VI. 1956) 


The efficiency of luminescence was determined mainly by photometric 
measurements [1—5]. Recently ALENCEV [6] and Boné [7] developed a calori- 
metric method. ALENCEV measured the efficiency of luminescence of liquids, 
Bon6 determined the efficiency for willemites. Bop6’s apparatus was very 
sensitive to the ambient temperature. ALENCEV and Bop6é used thermo- 
couples in their apparatus, the thermoelectric power was measured by a gal- 
-vanometer and difficulties were caused by the zero drift of the galvano- 
meter. In Bop0o’s device the time constant and the time of thermal equilibrium 
were very large, thus the measurements took a very long time. 

Bopo’s apparatus was modified and improved by incorporating thermis- 
tors in our microcalorimeter [8] and using an ultrathermostat. Fig. 1 shows 
the experimental arrangement. The luminescent sample to be examined 
was placed upon a thin nickel plate in a Hoeppler-type ultrathermostat. Another 
plate was sprayed with carbon black for measuring the exciting radiation. 
Both plates were placed upon the copper plate of a disk thermistor forming 
one arm of a thermistor bridge. This thermistor was connected to another 
one by a copper rod of 2 mm diameter and 25 mm length, forming the other 
arm of the bridge. Contrary to Bopé and ALENCEV, who applied a good thermal 
insulation between the thermocouple junctions, the good heat conduction of 
the thermistors was advantageous. The time constant of the device and the - 
time of the measurements was thus considerably diminished, moreover the zero 
drift encountered by Bopé was completely eliminated. The luminescent samples 
were excited by the ultraviolet radiation of a 125 W high-pressure mercury 
lamp. The 3650 A mercury line was selected by a Schott Jena interference 
filter. The exciting radiation entered the ultrathermostat through a quartz 
absorption cell. The distilled water of the thermostat was circulating through 
the cell. The temperature difference of the thermistors was detected by an 
electronic bridge, devised by Gy. Aumissy [9]. ‘gt 
. The method of measurement was the same as that described by Bod6 
and his formulas too were used. The calorimeter can be used for the efficiency 
determination of infrared-emitting phosphors too. In most cases, the absolute 
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determination of the luminescence efficiency is not necessary, if a luminescent 


sample with known efficiency is available. This method was applied by JEROME 
[10] who used CaWO, as standard efficiency luminescent powder. CaWQ, 
was not practical for our purposes, because it is excited By 2537 A and not 
by 3650 A as are the ZnS-type phosphors. As comparison standard, the 
energy and quantum efficiency of hex. ZnS-Ag was determined. Examining 


Fig. 1. Experimental arrangement. Notations : 1) ultrathermostat, 2) frame (thermal insulator), 

3) disc thermistors, 4) blackened plate, 5) sample holder plate, 6) quartz absorption cell, 7) con- 

denser lens, 8) interference filter, 9) high-pressure mercury lamp, 10) electronic thermistor 
bridge, 11) electronic voltmeter 


several samples of hex. ZnS-Ag, it was found that their energy and quantum 
efficiency varied between 73—75% and their quantum efficiency between 
90—94°%. Denoting the energy efficiency of the standard sample by 4, and 
by 7, the efficiency of the sample examined we have 


i; 1—r, 
E, 1—ru j 


Qu = Ns 


The notations are: E, resp. E,, the total energy emitted by the standard resp, 
the sample examined. r, resp. r, the 3650 A diffuse reflectance. E, and E, 
may be determined by integrating the spectral energy distribution. In the 
formula only their ratio occurs which can be determined from the areas of the 
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spectral distribution curves. The reflectance may be determined by integrating 
sphere measurements [1], 12, 13]. 

The efficiency of some ZnS-type luminescent materials was determined 
by some authors [2, 14, 15, 16]. Table I contains the efficiency values deter- 
mined with the calorimeter for some typical materials. The conditions of 
preparation and chemical composition of the samples were described in a pre- 
vious paper dealing with the absorption of ZnS-type microcrystals [17]. 


Table I 
Material Energy efficiency Quantum efficiency 
hex. ZnS-Ag sample 1 71% 91% 
hex. ZnS-Ag ew 13% 94% 
cub. ZnS-Ag € 62% 89% 
50ZnS-50CdS-Ag 33,5% 54,5% 


The results are similar to those obtained by Fonpa for ZnS and ANTONOV- 
Romanovsky and co-workers for ZnS-Cu. The efficiency values are higher 
than those published by Bru and Kuasens. The energy efficiency of cub. 
ZnS-Ag and ZnCdS phosphors was determined with the calorimeter and by 


photometric measurements too. The efficiencies determined by the two methods 


were the same. 
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The energy and eigenfunction of the ground state of the H; molecule- 
ion has been investigated by several authors. Ass is well known the variational 
method yielded the best energy value for the H; molecule-ion with the JAMES 
[1] eigenfunction 


py = A(1 + By?) exp[—a4], 


A= wet i= ae ; for the notation see also Fig. 1] for the para- 
meter values a = 1,35, 8 = 0,4475. The value of the dissociation energy is 
2,772 eV, which is in full agreement with the value obtained by exact but 
numerical methods. The density @); = py of this state is represented by the 
fully drawn curve in Fig. 2. For comparison the dashed and the dotted lines . 
show the density obtained by the HerrLer-Lonpon-type eigenfunction 


~p—n = A (exp [—Zra] + exp [— Zr0]) 


used by FINKELSTEIN and Horowitz [2] (for the parameter value Z = 1,228 
minimizing the energy) and the density of the first approximation of the JAMES 
for the parameter value a = 1,332 minimizing the 


eigenfunction (8 = 0; : 
e seen that just in the regions most important 


energy), respectively. It can b : 
for the binding, i. e. closely around and between the nuclei, the densities do 
not fit in well with the density obtained by JAMEs. In the area between the 
muclei the density of the FinkestEIn-Horowitz eigenfunction is lower 
than that of the JAMES eigenfunction and on that account the density is too large 
outside the nuclei, while in the first approximation of the JAMES eigenfunction 
the density between the nuclei is too large at the expense of the density in the 


immediate neighbourhood of the nuclei. The assumption arises that by shifting 
he nuclei along the molecular axis the 


the centre of the eigenfunction from t : . 
nergy value could be improved. 


distribution of the electron density and the e 
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By shifting the centre of the eigenfunction GURNEE and MAGEE [3] 
have obtained good results for the binding of the H, molecule by using a HEITLER- 


Lonpon-type eigenfunction. Their results are promising, e. g. the binding 
1 


a 


2 
aes 


_ R —— 


Fig. 1. Summarizing the notations. The two protons occupy the points a and b, the electron | 
the point 1. : 


energy closely approximates the best results obtained by other methods when 
neglecting the correlation. We thought it expedient to investigate how the shift 
of the centres of the eigenfunctions changes the eigenfunctions and the den- 


Fig. 2. Densities along the internuclear axis obtained by the JAMEs eigenfunction (fully drawn 

line), by the FINKELSTEIN-HorowiTz eigenfunction (dashed line) and by the first approximation 

of the JAMEs eigenfunction (dotted line) in arbitrary units. The distances plotted on the abscissa 
are given in atomic units. The nuclei occupy the points marked by 1. 


sities of molecules. The most suitable eigenfunction for this purpose is that 
of the one-electron problem. We have treated the problem of the H} molecule- 
ion by shifted-centre eigenfunctions. 


We have carried out calculations both with the Herrter-Lonpon-type 
eigenfunction 


Yu-L = A (exp [—Zr,] + exp[—Zrz)]) . ) (1) 
and with the first approximation of the JAMES eigenfunction 
pjo= Aexp[—Z(r,+ra)]_ . (2) 


- 
~ 
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The energy expression 


pj et Hyde 
\ p* pdr 
formed by the Hamiltonian 
TT hee 1 us il = ] 
Ta Tp R 


is easily obtained with the aid of elliptic coordinates (see Fig. 1). The only 
three-centre integral of 


K (a, cd) = ape dt (3) 


Tq 


_ type occurring in the calculation is known from Sucriura’s [4] paper. 
Using as variational parameters Z and x we obtain with a constant nuc- 
_ lear separation R = 2 for the dissociation energy 


‘ 


\ 


PA D =| Emin — Ey | 

_ (E, is the energy of the hydrogen atom in the ground state), the values 
; 

b _= Dy—_ = 2562eV 

and ; 

| ae D jo = 2.285 eV 


for the respective parameter values 


20,00 phd Ze Lids al oe 
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It is worth noting that the binding energy value 2,25 eV obtained by 
FINKELSTEIN and Horowitz could be improved to 2,562 eV by shifting the 
centres, while the same method modified the value 2,176 eV obtained by the 
first approximation of the JAMES eigenfunction only to 2,28 eV. This fact 
seems to suggest that one of the most essential properties of an eigenfunction 
capable of yielding an energy value in as good an agreement with experiment 
as possible should be to posses a maximum in the immediate neighbourhood 
of the nuclei. In the case of eigenfunctions originally having this maximum 
the electron density can be brought close to Qj by shifting the centre, i. 
by the slight variation of the position of the maximum (see Fig. 3) whereas 


Seen 
Sees 


Z 


Fig. 3. Densities along the internuclear axis obtained by the JAMES eigenfunction, the 
shifted-centre FINKELSTEIN- HorowITz eigenfunction and the first approximation of the 
shifted-centre JAMES eigenfunction in arbitrary units. The distances plotted on the abscissa 
are given in atomic units. The centres of the FINKELSTEIN-HOROWITZ eigenfunction occupy 
the points marked by Y and those of the JAMEs eigenfunction the poitits marked by 1”, 


an eigenfunction originally lacking such a maximum cannot be endowed with 
this essential property by shifting its centre. Although there is a maximum 
in the boundary case x = R/2 (here the eigenfunction goes over into the eigen- 
function 


wea = Aexp[—Zr] 


of the united atom [5]) it is, however, half the way between the two nuclei, 
thus in this case the electron density is very far from being exact. We have 
carried out calculations for this boundary case and its immediate neighbour- 
hood too. As the integral (3) is singular for x = R/2 the function 


f(x) = exp [— Uae ra] S 


has been expanded in a series in the vicinity of x = R/2 i. e. in terms of the 
powers of the small quantity y = R/2 — x. In this case we obtain for the total 
energy —0,4668 in atomic units, i. e. no binding at all. | 

From these calculations we may draw the conclusion that it is worth 
attempting to shift the centre of the eigenfunction, i. e. an essential improvel 
ment of the energy value can be expected where the shape of the eigenfunc- 


| 
| 


| 
: 
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tion is originally in qualitative agreement with that of the exact eigenfunc- 
tion, because here the slight quantitative changes brought about by the shift 
may favourable influence the charge distribution and with it the value of the 
dissociation energy. 
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BEITRAGE ZUR THEORIE DER VOLUMENSTRAHLER 
MIT BESONDERER RUCKSICHT AUF 
DIE MIKROTECHNIK 


Von 
EF. DULLIEN 


LEHRSTUHL FUR PHYSIKALISCHE CHEMIE DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von G. Schay. — Eingegangen: 28. IV. 1956) 


Auf Grund geometrisch-optischer Uberlegungen wird gezeigt, dass falls der Brechungs- 
exponent der untersuchten Fliissigkeit nur etwas grésser ist als der des Streurohrmaterials, 
mit einem Streurohr, dessen Querschnittsabmessungen den Spaltabmessungen ungefahr gleich 
sind, und das beliebig lang sein darf, unter sonst gleichen Bedingungen der gleiche (zugleich 
' auch maximale) Lichtstrom in den Kollimator gesandt werden kann wie mit einem beliebig 
dicken Rohr derselben Lange. Gleichzeitig wird auch die Qualitét der Aufnahme durch das 
Stérlicht aus den Streurohrwanden nicht beeintrachtigt. 

Es wurde experimentell gefunden, dass unter gegebenen Bedingungen bei Verwendung 
von Kapillarstreurohren von cca. 1 mm lichter Weite und 250 mm Lange das Signal-Gerausch- 
Verhaltnis der Raman-Aufnahmen tatsachlich dasselbe ist wie bei Verwendung eines Standard- 
rohres, bei dem die iiblichen Vorsichtsmassregeln einwandfrei erfillt werden. 

Bei solchen Fliissigkeiten hingegen, deren Brechungsexponent kleiner als der des Streu- 
rohrmaterials ist, wurde bei Verwendung derselben Kapillarstreurohre experimentell eine Ernied- 
rigung des Signal-Gerausch-Verhiltnisses auf etwa 60% beobachtet. 


Versuche, die darauf abzielten, von kleinen Mengen Analysenfliissigkeit 
mit einfachen Mitteln und méglichst kurzer Belichtungszeit Ramanaufnahmen 
zu machen, fiihrten zu dem Ergebnis, dass Verwendung von langen Kapillaren 
statt der iiblichen dickeren Streurohre keine Verlangerung der Belichtungszeit 
erforderlich macht, und dass dabei augenscheinlich auch die Qualitat der Auf- 
nahmen nicht beeintrachtigt wird. Da man auf Grund der meisten Literatur- 
stellen im Fall von diinnen Kapillaren mit einem grossen Stéreffekt der Glas- 
wiinde zu rechnen hatte, schien es angebracht, die ganze Frage der Volumen- 
strahler einer etwas eingehenderen theoretischen Analyse zu unterwerfen und 
die so gefundenen, zum Teil neuen Feststellungen auch experimentell nach- 
zupriifen. Die diesbeziigliche Literatur ist im Literaturverzeichnis [la—13] 


aufzufinden. 


Theoretischer Teil 


Der Einfachheit halber soll ein Streurohr mit kreisférmigem Querschnitt 
betrachtet werden, unsere Ergebnisse gelten jedoch im wesentlichen auch fir 
andere Formen. Es wird, wie tiblich, angenommen, dass jeder Lichtpunkt inner- 
halb des Rohres mit gleicher Intensitat in jeder Richtung gleichmassig strahlt, 


von etwaiger Lichtabsorption wird also abgesehen. 
Es leuchtet ein, dass nur diejenigen Strahlen fir die Ausleuchtung des 


Spektrographen in Betracht kommen, die nach Austritt aus dem Streurohr mit 


1 Acta Physica VII/2. 
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der optischen Achse (gemeinsame Achse des Kollimators und des Streurohrs) 
einen Winkel kleiner als der halbe Offnungswinkel des Kollimators einschliessen. 
Der effektive halbe Offnungswinkel des Kollimators innerhalb der Flissigkeit 
(also mit Beriicksichtigung des Brechungsindex der Fliissigkeit) sei a (s. Fig. la 
u. 1b), ein aus dem Punkt P unter diesem Winkel ausgehender Strahl treffe die 
Glaswand unter dem Einfallswinkel 8, und der Winkel, den irgendeine durch 
den Einfallspunkt parallel zur optischen Achse gelegte Ebene mit dem Ein- 
fallslot bildet, sei y. Da nach der spharischen Trigonometrie zwischen diesen 


Winkeln die Gleichung 
cos 8 = cos (90° — a) cos y (1) 


besteht, ist es einleuchtend, dass falls die Beziehung 


aes NFlissigkeit ee 1 (2) 
NGlas sin (90° — a) 


erfullt ist, alle diejenigen, aus dem Zylinderinnern kommenden Strahlen, die 
mit der optischen Achse einen Winkel kleiner als « einschliessen, an der Wand 
des Rohres Totalreflexion erleiden. Strahlen, welche in Ebenen verlaufen, die 
auch die Rohrachse enthalten (y = 0), verbleiben natirlich auch nach erfolgter 
Reflexion in dieser Ebene, wahrend sonst der reflektierte Strahl in eine Ebene 
S’ hiniibertritt, die in bezug auf das Einfallslot symmetrisch zur urspriinglichen 
Ebene S liegt. Zu jedem Punkt P in der Ebene S gehért mithin ein konjugierter 
Punkt P’ in der Ebene S’. Es folgt daraus, dass die Schnittlinie einer jeden zur 
Rohrachse parallelen Ebene mit der Austrittsfliche gleich stark beleuchtet 
wird, und diese Beleuchtungstarke ist gleich dem gesamten Lichtstrom, der 
von allen in dieser Ebene gelegenen Leuchtpunkten zusammen, innerhalb des 
Winkels 27, in dieser Ebene verlaufend ausgeht. Infolge der Totalreflexion ist 
also die Leuchtdichte der Stirnflache des Rohres innerhalb des Winkels 2 
gleichmassig, von dem Rohrdurchmesser unabhangig und proportional der 
leuchtenden Lange. 

Unter solchen Umstinden kann somit die dem Spalt zugewandte *Stirn- 
ache des Streurohres als Lichtquelle fiir den Spektrographen betrachtet werden. 
enn das Rohr so vor dem Spalt angeordnet wird, dass seine Stirnflache den 


Raum zwischen den den Offnungswinkel des Kollimators bestimmenden Ebenen 


vollkommen umfasst, so ist zu erwarten, dass es fiir die Ausleuchtung des Kolli- 
ators ebenso etfektiv sein wird wie ein gleich langes und in demselben Masse 
leuchtetes Streurohr von beliebigem Durchmesser. 

Selbstverstandlich ist der kleinste Wert des Streurohrdurchmessers, bei 
dem diese Uberlegangen noch giiltig sind, gleich der Spaltlange des Kollimators. 
n diesem Grenzfall sollte das Austrittsfenster des Rohres ganz bis an den 


* 
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Spalt des Kollimators herangeschoben werden. Wenn aus technischen Griinden | 
dies nicht méglich ware, so kann dasselbe Ziel auch so erreicht werden, dass | 
das Austrittsfenster des Streurohres mit einer Kondensorlinse von wenigstens 
der doppelten Lichtstarke des Kollimatorobjektives im Verhaltnis 1:1 auf 
den Spalt abgebildet wird, da dadurch in der Ebene des Spaltes derselbe Strahlen- 
gang wie 1m direkten Fall gesichert ist. 

Offenbar kann mit der Kondensorlinse auch ein vergrossertes Bild des 
Austrittsfensters auf den Spalt geworfen werden, was auch die Verwendung 
von Streurohren von noch kleineren Querschnittsabmessungen gestattet. Es muss | 
aber dabei beachtet werden, dass in diesem Fall auch solche Strahlen zur Kolli- 
matoréffnung gelangen kénnen, welche bei der direkten Methode und auch bei 
der 1:1 Abbildung abgelenkt werden. Folglich kommt bei dieser Methode die 
Verwendung von noch engeren Rohren nur dann in Betracht, wenn der Wert | 
des Brechungsexponenten der Flissigkeit den des Streurohrmaterials betrach | 
tlich tbersteigt. | 

Wir wenden uns noch der Frage der Stérstrahlung aus der Glaswand zu. | 
Es sei (s. Fig. la u. 1b) o* der Winkel, den ein aus der Glaswand kommender | 
Strabl mit der optischen Achse einschliesst, der Brechungswinkel fiir denselben | 
Strahl 6, und die Winkel, die eine beliebige, zur optischen Achse parallele Ebene 
vor und nach Brechung mit dem Einfallslot einschliessen, seien mit e’ und & 


bezeichnet. Es gilt dann : 
cos 0 = cos (90° — a*) cose. (3) 


Man sieht daraus, dass Strahlen nur unter Winkeln a* > a in das Robrinnere 
von aussen eintreten kénnen. Ist die Bedingung (2) erfillt, so kénnen mithin 
solche Strahlen nicht zum Austrittsfenster gelangen, die Méglichkeit eines 
solchen Stéretfektes ist also ausgeschlossen. 

Im experimentellen Teil wird tiber Versuche berichtet, die obige Aussagen 
betreffend Leuchtstirke und Storeffekt bestiatigen, zugleich aber auch auf das 
Gebiet ausgedehnt wurden, wo die Bedingung (2) nicht erfillt ist. 


Experimenteller Teil 


Die Abmessungen unseres Kollimators sind: f = 300 mm, 2b = 60 mm 
2s = 0,75, Der halbe Offnungswinkel betragt also in Luft ungefahr 5°43’ 
Der Brechungsexponent der als Streurohr dienenden Kapillaren (lichte Weit 
cca. 1,5 mm, Gesamtlinge cca. 250 mm, niitzliche Lange cca. 120 mm) is 
np = 1,472. Der Kleinstwert des Brechungsexponenten der Flissigkeit, bei den 
die Bedingung (2) noch erfiillt ist, ergibt sich daraus zu np = 1,4754. 

Es wurden mit einer Reihe von Pyridin (np = 1,505)-Aethanol (np = 
= 1,362)-Gemischen verschiedener Zusammensetzung Aufnahmen gemacht 
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Von jedem Gemisch wurde das mit Hg erregte Ramanspektrum mittels 
Hanauer Quecksilberdampflampen Typ S 500 ohne jedweden Filter aufgenom- 
men und zwar einmal in einem Standardstreurohr, dessen Wande iiberall weit 
»ausserhalb« der den Offnungswinkel des Kollimators bestimmenden Ebenen 
lagen, sodann in zwei Kapillaren von sehr verschiedener Wanddicke (1 mm 
bzw. 3 mm) aber sonst gleichen Abmessungen (lichte Weite cca. 1,5 mm). 

Auf jeder Aufnahme wurde fiir eine willkiirlich ausgewahlte starke Pyridin- 

i'linie das Verha'tnis ibrer Intensitat zur Intensitat des kontinuierlichen Unter- 
-grundes bei derselben Wellenlange (Signal-Gerausch-Verhaltnis) photometrisch 


(600 ad 0 el A 00. 1500 


Fig. 2 


bestimmt, und dann der Quotient @ aus dem fiir die gebrauchte Kapillare und 
far das Standardrobr gefundenen Verhialtnis gebildet. 
Von der Mehrzahl der Gemische wurden die Aufnahmen in jedem Streuroht 
- mehrmals wiederholt, um die Reproduzierbarkeit der Messungen zu konirollieren. 
Leider musste eine ziemlich grosse Streuung der Ergebnisse festgestellt werden, 
was wohl hauptsachlich darauf guriickzufiihren ist, dass mangels Be TAY 
die sehr grossen Netzspannungsschwankungen nicht ou auf die absolite Ciosse 
dev Intensitat der Erregerlinie (wovon wir durch die Bildung Ce Signal-Gerdusch- 
Verhaltnisses frei zu werden hofften), sondern selbst at die Feraye Intensitat 
des kontinuierlichen Anteils des Erregerspektrums eine Wirkung ausgeiibt 
Sree erscheint das auf Grund unserer eee ermalicne Bild 
ziemlich eindeutig. Die Endergebnisse der Messungen sind aus Fig. 2 zu ersehen, 


S 
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wo © < 100 als Funktion des Brechungsexponenten der Gemische aufgetragen 
wurde. Die durch die Messpunkte gelegten »besten« Geraden sind kontinuierlich 
ausgezogen und dann gestrichelt auf das mittlere Gebiet extrapoliert. Die beide 
Stufen verbindende, fast senkrecht verlaufende gestrichelte Gerade umfasst 

1 ; : : 

= . Die ausgefillten Kreise 
sin (90° — a) 
beziehen sich auf das dickwandige, die leeren Kreise dagegen auf das dinn- 
wandige Kapillarstreurohr. Aus Fig. 2 ist ersichtlich, dass die Griésse D bei | 
den Gemischen mit Brechungsexponenten 1,505, 1,490 und 1,485 um die Ein- 
heit, bei den Gemischen mit Brechungsexponenten 1,461, 1,420 und 1,396 aber 
um den Wert 0,6 schwankt, unabhangig von der Wandstirke des Kapillar- 
rohres und praktisch auch von dem Brechungsexponenten des Gemisches. 


das Ubergangsgebiet, wo 1 < Mret << 


Da der kontinuierliche Untergrund der Aufnahmen beim Unterschreiten des | 
kritischen Wertes von n,,; im Durchschnitt nicht intensiver wurde, glauben wir | 
dieses Ergebnis — allerdings nur qualitativ — damit erklaren zu kénnen, dass | 
derjenige Bruchteil des Streulichtes, welcher einmal ins Glas tbergetreten ist, 
praktisch verloren geht, und dass andererseits das Glas und die untersuchten 
Gemische das kontinuierliche Spektrum des Quecksilberbogens anscheinend 
ungefahr gleich stark streuten. Allerdings kann dieser Punkt damit noch nicht 
als abgeschlossen gelten, vielmehr ware eine eingehendere Untersuchung nétig. 
Da wir aber zwischen Streurohren von so verschiedenen Wanddicken praktisch 
keinen Unterschied gefunden haben, konnten wir auf jeden Fall davon absehen, 
auf die Verwendung von diinnwandigen Streurohren besonderes Gewicht zu legen. 

Mein Dank gebihrt Herrn Prof. G. Scaay tiir sein Interesse an der Arbeit 
und far wertvolle Unterstiitzung, sowie den Herren Dr. G. VARsANYI und 
J. SzarumAry fiir fordernde Diskussionen und Herrn T. Braun fir wertvolle 
Mithilfe in der Ausfihrung der Experimente. Dem Zentralen Forschungs- 
institut fiir Physik der Ungarischen Akademie der Wissenschaften bin ich fir 
materielle Unterstiitzung zu Dank verpflichtet. 

Ganz besonders michte ich Herrn S.G. Rauttan, Moskau, fiir wertvolle 


briefliche Bemerkungen zu meiner Arbeit meinen berzlichsten Dank aus- 
sprechen. 
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K TEOPHH OBbEMHbIX HU3JTYYUATEJIEH C OCOBbIM B3rJIA OM 
HA MHKPOTEXHHUKY 


®. ZYNNWEH 


Peswme 

Ha ocHoBe reOMeTPHYECKO-ONTHYeCKUX PaCCyKMeCHH MOKASbIBAeTCA, YTO B TOM CIyyae, 
Kora MoKasaTesb NpeNOMIeHHA HCCIeyeMoii *KHAKOCTH 110 Kpalineli Mepe HemHOrO OombUIe, 
yeM MOKagaTeNb BeLeCTBa TPYOKM pacceAHUA, MOMKHO JOCTHUb, 4TO C NOMOLMIbIO TaKOH TpyOKH, 
TlonepeyHble pasMepbl KOTOPOH NpHOMMSHTeNbHO COOTBETCTBYWT pasMepaM UIelIM, M KOTOpaA 
MOOKeT MMeTb 100y10 AIMHY, MponycKaeTca Tako Ke — (IpHuem MaKCHMAaJIbHbIM) CBETOBOM 
TOTOK Yepes KOJIMIMMATOP, KaK — B PaBHbIX MIpOYHX yCIOBHAX — C MOMOLIbIO TpyOKM MMetrD- 
weit TaKy!0 2Ke WWIMHY, a TOOyt0 TOmMHMHy. [pu stom, Mella1oljuit CBeT, HCXOAALIMH OT CTEHKH 
TpyOKM pacceAHHA HHCKOJIbKO He yXxyllaeT KauecTBO CHHMOK, 
; OKCHeEPHMeHTAIbHO YCTaHOBJeHO, YTO IPH AaHHBIX YCOBHAX, B Cydae TPHMCHeHHA 
KallWJIIAPHBIX TpyOOK paccestHHA C BHYTPCHHHM CeucHHeM 1 MM uc AMHO 250 MM, OTHO- 
weHue CHrHawla K IyMy, MpMcbeMKe CMeKTpOB KOMOMHALMOHHOrO pacceAHHA qeticrBu- 
TeIbHO Takoe 0Ke, KAK B Culyyae MpHMeHeHMA CTaHJapTHOH TpyOKH, rye OObIKHOBeHHEIC 
MePbI TIP€MOCTOPOXKHOCTH MpHHATHI 6e3 yupeka. HampoTus sToro, MpH TaKHX dKMAKOCTAX, 
MOKa3aTeb MpPeOMI€HHA KOTOPbIX MeHbIUIe, YeM y BeINeCTBA TpyOKH pacceAtHHA, B Ciyuae 
IIPHMe€HeHHA TAaKHX KE KallWJIAPHbIXx TpyOOK, OTHOWeHHe CHTHaIa K UWlyMy yMeHbUlaeTca 
mpumMepHo 0 60% cormacHO 9KCMepHMeHTaJIbHbIM aHHbIM. 
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ON THE TRANSITION EFFECT OF EXTENSIVE 
AIR SHOWERS 


By 
A. Somocyi 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, 
DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Presented by L. Janossy. — Received 3. V. 1956) 


From experimental results reported in a previous paper it is concluded that the ratio 
of the number of primary particles in an extensive shower, which are capable of producing at 
least one ionizing secondary beneath a given absorber, to the number of all ionizing particles 
(this ratio is called ‘transition factor”) depends on the shower density. It follows further that 
the transition factor is a power function of the total number of particles contained in the 
shower with an exponent between 0 and 0,2 for thicknesses of lead absorber between 0 and 
25 mm. This power function permits the determination of the average total number of particles 
contained in showers registrated by the apparatus and the average distance of the shower axis 
from the apparatus. 


I. Introduction 


In a previous paper [1] measurements were reported concerning the 
transition effect of extensive air showers. These measurements, carried out. 
simultaneously with counter surfaces of different areas, have shown that the 
variation of the counting rate with the thickness of absorber depends on the 
area of the counter surfaces. Measurements leading to similar, but somewhat: 
less pronounced results have also been reported by other authors [2], [3]. These 
results cannot be reconciled with the simplifying assumptions hitherto generally 
accepted. It seems therefore necessary to revise the treatment of the pheno- 
menon. This paper is a first attempt in this direction. 


Il. The usual treatment of the problem 


Let vs denote by x the density of the extensive air showet (i. e. the numbet - 
of ionizing particles per unit area) and by f(0)x the density of particles (ionizing 
and non-ionizing together) which produce at least one ionizing particle under 
an absorber of thickness 9. 6(9) will in the following be called the transition 


factor. Obviously 


(0) =p(0) + 44(9), 


where p(9) is the probability that an ionizing particle either itself comes through 
g secondary beneath it; q (9) is 
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the probability that a non-ionizing particle produces at least one ionizing 
secondary under the absorber and a is the ratio of non-ionizing particles to 
the number of ionizing particles in the shower falling on the top of the absorber. 

It has hitherto generally been assumed that f (0) is, for fixed 6, in first 
approximation the same for all showers, that is that / (9) is in first approxi- 
mation independent of x. However, this assumption is inconsistent with the 
experimental results reported in [1], as will be shown presently. 

Let us consider C,,(S, 9), the rate of showers observed under an absorber 


of thickness 9 with an n-fold coincidence arrangement containing counters of 
surface areas S. If the distances between the counter batteries are small enough 


the shower density x can be considered to be constant over the whole area covered 
by the apparatus, so that we can write 


C,, (S, 0) = { A (x) (1 — e 5%)" dx , (1) : 
where 


A(x) = an" * (2) 


is the differential density spectrum of the showers observed without absorber. 
On the basis of (1) and (2), supposing that is independent of x, we get 


Cn (8,8) = e [SB (0))’- (3) 


-~where 


¢ =a \ zv-1(1 — e*)"dz. 
0 


From equation (3) follows that plotting In C,(S,) versus In S with @ 


as parameter we get parallel straight lines since y is independent of 6 as can 


be seen from the defining equation (2). As against this the measurements reported 
in [1] show that although the dependence is indeed linear, the direction of the 


prea lines depends on the thickness of the absorber, that is the experiments 
show 


Cy (S, 8) = (0) - S% (4 


Numerical values for the functions y (9) and c (0) were given in [1]. We mentio 


that the constants y and ¢ figuring in (2) and (3) agree of course with the value 


.of the functions y (9) resp. c(@) at 6 = 0. 


From equation (3) follows further that the quantity 


R (0) =C,(S, 6)\Cp (S, 0) , 
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a. e. the variation of observed shower rate with absorber thickness is independent 
of S, since from equation (3) and from the identity (0) = 1 it can be seen that 


R (6) = [6 (6)}” 


in contradiction to the experimental results reported in [1] and elsewhere, which 
show that R(@) depends on the counter area. 

Thus interpreting the experimental results we have to conclude that 6 
cannot be assumed to be independent of x. 


IIf. The dependence of the transition factor (f) on the shower density (x) 


Introducing the experimentally established relations (4) and (2) into 
equation (1), it follows that 


(6) S’ =a { x4 (1 — eS?) de, (5) 
0 


where both functions y (9) and c(@) as well as the constant y are known from 
experiment. Thus equation (5) can be considered an integral equation for the 
determination of the function 


Bb =B(8,x). (6) 


It is easily seen that (5) can be satisfied by a function of the form 


B = B (0) x?) ° (7) 
if 
SiGe 8 
Ose (8) 
and 


i z71(1 — e*)" dz Uy (8) 


(9) 


B (8) aes c (9) 2 i . 
Joe vO (ee (1 eds 


In Table I p. 193 are given the values of ¢(0) and B (9) for various absorber 
thicknesses together with the corresponding experimental values of y (0) and 


(0) (taken from [1]) from which they were calculated, and in Figs. 1 and 2 
the functions ¢(6) and B(6) are plotted against 6. The values of c (0) and B(@) 


strongly depend on the units chosen, therefore their values sion in Table I 


and Fig. 2 contain some arbitrariness. 
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o Lead 
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4 Water 


(6) 1 2 3 4 @ Cascade units 


Fig. 1 


° Lead 
0 lraon 


4 Water 


3 4 0 Cascade units 


Fig. 2 


IV. The dependence of the transition factor (/) on the total number of particles (V) 
contained in the shower and on the distance of the shower axis (r) from the 
apparatus 


It is difficult to find a physical interpretation for equation (7) since it is 
obvious that the transition factor can but indirectly depend on the shower 
density. The transition factor is directly determined by the nature and the energy 
spectrum of the particles falling on the absorber as well as by the ratio a. These 
quantities are in turn functions of the energy of the primary particle initiating 
the shower and of the distance of the shower axis from the apparatus. It seems 
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Table I 
{ 
Absorber ec (6 i] 

6 | v (8) units : A hour € (0) units oe) hour 

0 | 1414001 | 0,0+0,02 | 0 1 
a eins Ph sca. : | 13126 0,02 |. 0,91 + 0,05 0,08 + 0,02 1,37 + 0,09 
niin (2osAogaeac 1,23 + 0,01 1,12 + 0,04 0,15 + 0,02 1,81 + 0,09 
LADS Arnriy aad See iis 1,20 + 0,02 1,12 + 0,06 0,17 + 0,02 1,67 + 0,11 
(ee came ED cite Sicae,< 12252 0,01 | 0,98 + 0,05 0,16 + 0,02 1,49 + 0,09 
Fisie ric: Bl eer oe | 1,18 + 0,02 | 0,66 + 0,04 0,19 + 0,02 1,08 + 0,07 
IGS a aber 2 Gv emacs 1,28 + 0,01 0,79 + 0,04 0,10 + 0,02 1,24 + 0,08 
yh Seen TER OE SS Soe 1.30 + 0,02 | 0,58 + 0,03 0,08 + 0,02 0,97 + 0,06 

| 


to be suitable to take the total number N of ionizing particles in the shower 
as the independent variable, instead of the energy of the primary. Thus we 
now have 


B = B(6,N,r), (10) 


i. e. we investigate the dependence of the transition factor on the shower size 
N and the distance of the axis r from the recording apparatus. In the following 
the problem of the determination of f (8, N, r) from the experimentally known 
C,,(S, 0) will be treated. 

Let us denote by 


D(N)dNdo (11) 


the rate of showers containing between N and N + dN ionizing particles, the 
axis of the shower passing through the surface do. It is generally assumed 
and has recently been confirmed experimentally by DovZeNKo and NIKOL’SKIJ 
[4] that the lateral structure of showers of different sizes is the same, that is 
that the density of ionizing particles x depends on the shower size N and the 
distance of the axis r in the following way: 


x=No@(r). (12) 


Here ¢(r) means the lateral structure function which is normalized in such a 


way that 


(e()do=1. 
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With (11) and (12) the rate of showers observed without absorber can be 


written as 


Ge(Sy.0) ah) ee e SNe d Ndo, (13) 
where it is supposed that g(r) is constant over the whole area of the apparatus. 
It is well known that 


C,(S, 0) =¢S’. 


Introducing this into (13) we get an integral equation for D(N), a possible 
solution of which is 


D(N)=DN-, (14) 


which can be demonstrated in a straightforward way. The size spectrum of | 
the extensive air showers is accordingly also a power spectrum with the same 
exponent as the density spectrum. 

On the basis of (12) and (14) the rate of showers observed under the absor- 
ber 0 is thus 


C, (S, 6) =D § § N73A(1—e-SN*)" d Ndo. (15) 


The measurements reported in [1] rendered relation (4) for the function C,(S, 9). 
Introducing this in (15), we get an integral equation for the determination of 


8 (0, N, r). Supposing the solution to be of the form 
B(0, N,r) = p(0,r) N® , (16) 


elementary transformations show that (16) is a solution of (15) if e (6) is identical 
with (8) and if 


y (0.7) = BO) [p(y . (17) 


where B(0) has to be identical with (9). 
From (16) and (17) we get 


B (6, N,r) = B(6)([Ne(r)]}™ . } (18) 


It would have been possible to arrive at equation (18) in a simpler but 
rather formal way, namely by introducing (12) into (7). However, even then 
we would have had to show whether (14) holds and whether £ (0) found in this 
way satisfies equation (15). 

From (18) it can be seen that showers of greater sizes have somewhat 
larger transition factors. This means that the ratio of particles capable of pro- 
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ducing at least one ionizing secondary beneath the absorber 6 increases with 
the size of the shower. Further, (18) also gives the dependence of the transition 
factor on the distance of the axis from the apparatus and since g(r) is a mono- 
tonously decreasing function, so is f(r). The values of ¢(), as can be seen from 
the measurements (Table I), are rather small, they hardly exceed 0,2, therefore 
B varies quite slowly with N and r. 

The decrease of 6 with increasing r can be-explained by the circumstance- 
that the mean energy and as a consequence the penetrating power of extensive: 
shower particles decreases with increasing distance from the shower axis. On the: 
other hand it is difficult to find even a qualitative explanation for the increase 
of 6 with N. Principally there are three causes which can contribute to such. 
an effect. In particular : 


a) For increasing N the penetrating power of the ionizing particles possibly 
increases. Either because their mean energy increases or because they contain. 
relatively more penetrating particles. 

b) The mean energy of the non-ionizing particles may increase with 
increasing N and therefore the probability to produce ionizing secondaries 
beneath the absorber increases to some extent. 

c) It is possible that the quantity a, that is the ratio of the number of 
the non-ionizing particles to the number of ionizing particles increases with 
increasing NV. 

In order to check these hypotheses further measurements are required. 


V. The mean shower size and the mean distance 
of the axis from the apparatus 


The question arises whether varying S and keeping 6 fixed the variation 
of f is due in the first place to the fact that the apparatus selects, depending 
on S, showers of varying size or rather to it selecting showers at varying distances 
from the apparatus. So as to decide the problem we calculate the mean size 
of showers and the mean distance of the shower axis from the apparatus in the 
case of a given apparatus situated beneath an absorber of thickness 0. 

The mean shower size is given by the expression 

{{N-DN7(1— ed Ndo 


hea ({DN72(1— e899" dNdo 


With (18) we get by simple transformations 


be sieelo By oa are 
«(N)= [Sib (0) er ’ Ss a ; (L-6- 2) 8. S[e( )|’ 1do 
i) 2 WOT (l—¢*)" dz i [p (r)]” do 


» (19) 


196 A, SOMOGYI 


whence it can be seen that ¢ N ) depends both on § and S. «(0) does not 
differ very much from zero, therefore « N) is approximately inversely pro- 
portional to S. (It is well known, that the mean shower density observed without 
absorber is inversely proportional to S). 

The mean distance of the axis from the apparatus is given by the expression 


(frpDN7A1Q— e PN d Ndo 
(72 = "Pp Na (L— eNO Ndo 


Again with (18) we get by simple calculations 


es J r[p(x)]’ do (20) | 


S [e@]'do 


being independent both of 6 and S. This means that the mean distance of the | 
axis remains unaffected by the variation of S and even by the variation of | 
absorber thickness. | 

Thus, the fact that the transition factor of showers observed under an | 
absorber varies with the area of the counter batteries is due chiefly to the cir- 
cumstance that with different counter areas different shower sizes are selected. | 
‘The dependence of the transition factor on r is of only minor importance since | 
the mean distances of the axes of showers observed with different counter areas : 
are the same. Thus the assumption that the dependence of f on S is due to 
the variation of the mean distances of the axes [2] does not seem to be correct. 

It must be emphasized, however, that the results reported above are 
based substantially on the special form of f given in equation (16). It is possible 
that there are also other solutions of equation (15) from which (19) and (20) 
possibly do not follow. (19) and (20) can be checked by large hodoscopes, and 
thus the assumption (16) can also be verified. 


VI. Summary 


Conclusions were drawn from the experimentally determined values of 
the function C,(S, 0) about function f (0, N, r). With the assumption expressed 
by equation (16) it turned out that f increases with increasing N and decreases 
with increasing r. This means that in a given extensive air shower the ratio of 
particles capable of producing at least one ionizing secondary beneath an absorber 
is higher in the regions situated nearer to the axis and further for those showers 
which contain a greater number of particles the ratio mentioned above is 
larger. It follows also that (r) is independent of S and 9, while ¢ N ) depends 
both on S and @ and is nearly inversely proportional to S. | 
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From the measurements reported in [1] and the results presented in this 

paper it is obvious that the evaluation of the ratio a of the non-ionizing to 
the ionizing component must in nearly all cases be revised. Namely, all authors 
[2], [8], [6] except one [5] have determined a by measuring the quantity 
P(9) + a q(8) or aq(8) and by making use of the values of p (0) and q (9) calculated 
theoretically by ARLEY [7] on the basis of the energy spectrum of the electron 
fend photon component of the total cosmic radiation. It seems very doubtful 
that this spectrum can be accepted even approximately for the electron and 
photon component of the extensive air showers. The dependence of 8 on N 
and r indicates that # rather sensitively depends on the energy spectrum of 
the shower particles, therefore this spectrum cannot be replaced simply by the 
spectrum of the total radiation. 

Further measurements are needed in order to check the assumption (16) 
and to throw light on the causes of the dependence of f on N. A more accurate 
determination of the ratio of the non-ionizing to the ionizing component is 
| possible only after these problems have been cleared up. 


I am greatly indebted to Prof. L. JANossy for much valuable advice and 
criticism. 
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O MIEPEXOQHOM 9®@EKTE PACIIPOCTPAHEHHbIX BO3TYLIHbIX JIMBHEM 
KOCMHYECKOLO H3JIYUEHWA 


A. WOMODM 
PeswmMme 


B ogHot “3 mpesbiqyuumx cTaTbel MyOMMKOBaJIMCh U3MepeHHA OTHOCALIMeCA K TOMY, 
UTO MepeXOAHbI 9pekT pactipocTpaHeHHbIX BOSAYIUHBIX JIMBHEM 3aBHCHT OT NIOWaNM MOBepx- 
HOCTH CYeTUHKOB, M30NpalOlHx JIMBHM. 

B qaHHO cTaTbe WaeTCA aHaNM3 BOSMO)KHbIX IIPHYHH STOTO ABCHHA. TloKasbipaerca, 
UTO CEP CYeTYMKOB C pa3IMYHbIMH MOBeEPXHOCTAMM M3OUpalvT JIMBHU, OCb KOTOPBIX, M10 Kpali- 
Heii Mepe B NepBOM TpHOnMKeHMM, HAXOJATCA Ha OHOM HM TOM 2KE pacCTOAHHH OT YCTaHOBKH, 
HO oOmjee 4NCHO YaCTH, M3OpaHHBIX Pa3IMYHbIMH MOBePXHOCTAMM C4eTYMKOB JIMBHeH, pa3- 
JIM4HO. 
Ha oOcHOBe 9TOFO MOXKHO ONPeNeIUTb 3aBMCHMOCTb MepexogHorO dakTopa OT 4MCNa 
YaCTHI, B JIMBHE. 
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THE WORK FUNCTION OF CATHODES 
FOR ELECTRONS AND THE PERFORMANCE 
CHARACTERISTICS OF GEIGER-MULLER 
COUNTING TUBES 


By 


Orto ORIENT 


(Presented by L. Janossy. — Received 15. VI. 1956) 


The paper deals with investigations concerning the relation between the work function 
‘of GM counting tube cathodes and the performance characteristics of the tubes. The cathode 
‘materials investigated are Zn, Cd, Cu, and Ni. 

The results show that for counting tubes of identical geometry and filled to the same 
pressure, the plateau is longer and its slope lower for tubes with cathodes characterized by 
larger work functions. 

For identical overvoltages the electric charge liberated per count was proved to be the 
same in counting tubes with different cathodes. It follows that the other conditions being 
equal, the number of ions per discharge is independent of the material of the cathode. 


Introduction 


The relation between the electric charge liberated in self-quenching GM 
counter discharges and the operating voltage of the counters was derived 
theoretically by WILKINSON [1]. If the number of electrons in the first avalanche 
is N(1), the condition for the development of a self-sustaining discharge is 


N(l)vce > 1. 


Here ¢ stands for the probability (per electron) of some avalanche breeding 
the next by the same process. Assuming first, that the gas amplification coef- 
ficient increases linearly with field strength, second, that the space charge is 
uniform along the counter axis, third, that the positive ions are immobile 
during the whole active phase (i.e., during the spreading along the anode 
wire of the discharge), fourth, that the electrons freed during the active phase 
remain on the anode wire, it may be deduced from the above inequality that 
the relation between the electrical charge flowing in one discharge and the 
operating voltage of the counter is 


V 1 
q= const. span (V == Vs) are 3 


Ss log = 
a 


here q is the charge per unit length liberated in one discharge, V, is the threshold 
voltage of GM discharge action, b and a are the radii of the cathode and anode, 
respectively. 


2* 
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According to this formula, the relation between the electrical charge and 
the operating voltage is almost linear. If there is no discharge going on in the 
counter, the charge per unit length of anode wire is Q), a value determined by 
the capacitance of the counter and the operating voltage. If q > Q), the slope 
of the charge vs. voltage plot falls to half its value for q < Qy; the plot displays 
a kink for q = Q- 

The relation between the charge and the voltage has been verified experi- 
mentally for self-quenching GM counting tubes. The experimentally determined 
results agree well with the theoretical values. According to some data in the 
literature [2] the relation between the charge and the voltage is linear. Other 


authors [3] have found that the increase of the charge is somewhat quicker ) 


than linear, in accordance with the calculations of WILKINSON. 


As there is no reference to the material of the cathode in the theoretical | 


derivations, it may be expected that the charge per count is independent of 
the cathode material of the GM counter, i.e. the relation between the charge 
and the overvoltage should be the same for cathodes made of different metals 
and characterized by different work functions. 

The performance of self-quenching GM tubes is characterized by two 


data: by the length of the plateau and by its slope. The sloping of the plateau _ 
corresponds to spurious multiple counts which appear in ever-increasing numbers _ 


as the operating voltage is raised. At a certain value of operating voltage the 
number of multiple counts increases abruptly. It is at this operating voltage 
that the plateau ends. 

The multiple counts arise as a consequence of processes occurring at the 
cathode [4, 5]. The number of multiple counts depends directly upon the material 
of the cathode of the counting tube. If, for instance, the work function of the 
cathode material is large, the probability of photoelectrons being liberated is 
small. This explains why the plateau slope of GM tubes with cathodes of larger 
work function is smaller: the number of multiple counts increases more slowly 
and the plateau is longer. According to the above reasoning, it seems possible 
that the length and slope of self-quenching counting tube plateaus depends 
upon the work function of the cathode material. 

The aim of the present work is twofold: first, to investigate whether 
the same relation between charge and operating voltage holds for tubes with 
cathodes of different work functions ; second, to establish the relation between 
the work function of the cathode material and the characteristic data (plateau 
length and slope) of counter performance. 


Experimental arrangement 


(a): A drawing of the counting tubes investigated is shown in Fig. 1] 


The tubes were provided with cathodes of different materials (Zn, Cd, Cu. 
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and Ni), but were otherwise of identical dimensions and made of identical 
materials. The electrode leads were made of tungsten. This was necessitated 
by the use of C 9 (borosilicate hard) glass which was used because of its relatively 
high transparency for ultraviolet light down to wave lengths of about 240 mp. 
This, in turn, was required in order to ensure the determination of the work 
functions of the cathode materials (cf. ‘Determination of Work Functions’’). 
The diameter of the anode wires was 0,1 mm, that of the cathode cylinders 
16 mm. The sensitive anode length was 80 mm. The surfaces of the cathodes 
were meticulously polished and cleaned. So were the glass tubes and the other 
parts of the counting tubes. 

The measurements were performed on eight counting tubes, four pairs 
of tubes having cathodes of four different materials. The tubes were connected 
‘to a manyfold and to a buffer vessel of about 1 litre volume. This system was 
‘constructed in such a manner that it could be sealed off the pump stand after 


: meta] cathode window 


TLL 


pumping and filling. This ensured equality and constancy of gas pressure during 
the whole course of measurements. 

Pumping and filling procedures were as follows: In order to eliminate 
adsorbed moisture, the tubes were baked out at 100—120 °C and pumped off 
to a vacuum of 10° mm Hg for six hours. After cooling down the tubes were 
filled with 150 mm Hg of argon and 10 mm Hg of ethyl bromide. The argon 
used was of 99,98 per cent or better purity. Ethyl bromide was used because 
it does not absorb moisture when exposed to the air, and, according to our 
experience, displays better quenching properties than absolute eleghel: 

(b) : Fig. 2 shows the block scheme of the measuring device. The pulses 
of the counters were measured with a scale-of-1000. The resolving time of the 
‘scaler was 5 us for periodic pulses. As the dead time of the counter tubes was 
about 60 ys, the scaler was able to count all multiple pulses. The pulse forms 
of the counting tubes could be checked on the screen of an oscilloscope. ee 
E. H. T. could be smoothly regulated and measured. The cathode of the investig- 
ated tube was connected to the negative pole of the E. H. iN source across a 
high-insulation 2 “F condenser. The potential difference of this condenser was 
measured with a quadrant electrometer. The two poles of the condenser could 
be shorted by the switch shown in the Figure. 
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This arrangement served for measuring plateau length, plateau slope and 
the amount of electrical charge liberated per count. The plateau length and slope 
were read from the plot of the GM characteristic, determined with the i 
arrangement. The charge was measured as follows: with the switch in the 
open position, the time was measured which was necessary for charging up i 
1 volt. The number of pulses of the GM counter tube occurring during this 
time was determined by means of the scaler. From the capacitance of the con- 


GM counting tube 


® oscilloscope ¥ 


pulse amplifier } 
and scaler 


guadrant 
electrometer 


Fig. 2 


denser, the potential difference across it and the number of pulses charging it 
up, the amount of electrical charge liberated in one count could be easily com- 
puted. 


Counting characteristics 


The plateaus of counting tubes with cathodes of different materials 
(Zn, Cd, Cu, Ni) are plotted in Fig. 3. In determining the plateaus, the counting 
tubes were irradiated with the gamma rays from a Co® source. The positions 
of this radioactive source were such that the counting rate was equal to about 
1000 c. p.m. in each of the measurements. For the sake of better comparison 
the plateau plots of Fig.3 corresponding to the tubes with Cu, Cd and Zn cathodes 
are shifted by certain amounts of counts. The plateau thresholds and endings 
are marked by short vertical lines. The threshold values of the counting tubes 
agree within 1%. . 

According to the literature, the work function measured in high vacuum 
is about 5 eV for Ni, about 4,1 eV for Cu, about 3,9 eV for Cd, and about 3,7 eV 
for Zn [6]. The above plots demonstrate the fact that for cathodes with higher 
work functions, plateau lengths increase and plateau slopes decrease. As there 
are rather large discrepancies between work function values determined by 
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various authors, we determined the work functions of the Ni, Cd, Cu, and Zn 


cathodes within the counting tubes. (Cf. “Determination of work functions”.) 


The amount of electrical charge liberated per count 


By the method described above in the section “Experimental arrangement 

(b)’” we determined the amounts of electrical charge per count and plotted 

their values against the operating voltages. The results are shown in Fig. 4, 

the plots relating to Cu, Cd, and Zn cathodes having been shifted by 0,4-10~° 

Coul, 0,8 - 10-9 Coul and 1,2 - 10~® Coul, respectively. This was done because 
‘the charge values for counting tubes of different cathode materials agreed 
to such an extent, that the plots are indistinguishable (the largest deviation 

being less than 5%). The values corresponding to the endings of plateaus are 

marked by dashed vertical lines. 


The determination of work functions 


One of the methods for determining work functions published in the lite- 
rature runs as follows: a vacuum photocell is constructed, its cathode being 
made of the material in question. The photocell is illuminated by light from a 
monochromator. Shifting the wave length of the incident light and measuring 
the current through the photocell, one can determine the wavelength of light 
at which the cathode begins to emit electrons. This maximum wavelength, 
converted to the corresponding eV value, yields directly the work function. 

The work function values for the cathodes of the counting tubes, filled 
with the self-quenching gas mixture and ready for use, were measured by a 
similar method. The light source of the quartz prism monochromator used was 
a high-pressure hydrogen lamp. The monochromator was used in the ultraviolet 
region (down to A = 240 m/t), as the work functions of the investigated cathodes 
correspond to this range. In this range of wavelengths the slit width of the mono- 
chromator was of the order 0,1—0,01 my. The cathodes of the counting tubes 
were illuminated through a thin window (cf. Fig. 1) in the counter wall and the 
pulses of the tubes (which were operated at a voltage corresponding to the centre 
of the plateau) were registered. As long as the wavelength of the illuminating 
light remained above the value corresponding to the work function, the counting 
rate remained equal to the background effect of the tube. On decreasing the 
wavelength of the light, an ever-increasing counting rate was observed. The work 


function corresponds to the wavelength, where the counting rate rises above 


the background rate. This method is more sensitive than the one employing 


photocells, as every single photoelectron is counted. ; 
The work function values obtained for the various cathodes were respecti- 


vely: 5,01 eV for Ni, 4,07 eV for Cu, 3,93 eV for Cd, 3,71 eV for Zn. 
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Results 


The length of the plateau is defined as follows: the plateau is taken to 
begin at the voltage (threshold voltage), where the pulses of the counting tube — 
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snd at the voltage where the number of multiple pulses increases abruptly 
see Fig. 3). 


The slope of the plateau is computed by taking the average of relative 
ounting rate increase per volt for the whole of the plateau. 


Table 1 
eee 
| Plateau | Plateau Charge | Number Work 
length (V) slope (%} Vv) | (coul) of lou fanctjen (eV) 

l 7 . 
Nia S008 sh =. 0.0978" 299: 10.5 1,37 - 1010 5,01 
Cu 200 | 0,1018 | 16len0 =? 1,01 - 1010 4,07 

| | 
Cd 180 | 0,1580 1e4 25a LO me 8,86 - 10° 3,93 
Zn | 120 | ~0,1860 | 1,06 - 10-9 6,29 - 109 3,71 

| 
I \ | : 


In the Table, plateau lengths and slopes for counting tubes with various 
vathodes are shown as well as the amount of ions liberated in one discharge at 
he working voltage corresponding to the end of the plateau, finally also the 
vork functions of the particular cathodes. 

The accuracy of the measured data was checked by control measurements. 

the error of plateau length determinations amounts to 2,5%, the error of plateau 
lope determinations to 10%, the error of charge determinations to less than 
»%, the error of work function determinations to 0,6%. 
The conclusion to be drawn from Fig. 3 and the Table is the following : 
he electrical charge liberated in one single pulse within self-quenching GM 
ubes (and consequently the number of ions per discharge in this kind of tubes 
s well) is independent of the material of the cathode. This means that for 
Jentical overvoltages the number of ions reaching the cathode is always the 
ame, irrespective of the cathode material ; nevertheless, the plateaus of count- 
Ls tubes with cathodes of higher work functions are longer and their slope is 
ywer. This means that the other conditions (e. g. gas fillings) being equal, the 
ork functions of the cathode material determine plateau lengths and slope 
alues for self-quenching GM tubes. 
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PABOTA BbIXOJIA 3JIEKTPOHOB U CBONMCTBA CUETUNKOB Tr. M. 
O. OPHEHT 


Pe3wMe 


Viccnemopano BIMAHMe Ha XAapaKTePHCTHKY camoracarouuxca cuerunKos Tr. M padorbt 
BbIXOJa KaTOa, a HMCHHO MCTAJIIOB Zn, Cd, Cu u Ni. ; 
Tlpu ofMHaKOBOM aBsIeHHH HanONHAIOMIero raza MU TOK WeCTBeHHOH reoMeTpHu CUeTHBIX 


‘TpyO WuimHa W1aTO Gombe, a KpyTH3Ha ero M€HbIIe Y cueTUHKOB C KaTOJOM M3 Bere 
¢ Sonbuteit padoTon BbIxo/a. 


Y cueTUHKOB C pagIM4YHbIMM KaTOHaMM Mp OAMHAKOBbIX repeHalipAyKeHUAX MOY YeHEL 
onHM M Te 0Ke 3HaYeHHA [IA KOMYCCTB gneKTpuyecKoro gapsya, BbILeeHHOrO B OAHO 


paspane. 3 sroro caenyet, 4TO 4HCIO MOHOB B CUeTUHKe He 3aBHCHT OT TIPUPOAb! KaTOMA 


- 


UBER DEN EINFLUSS DER SEKUNDARFLUORESZENZ 
AUF DIE EMISSIONSSPEKTREN FLUORESZIERENDER 
LOSUNGEN 


Von 
A. Bup6o und I. KeEtSKEMETY 


INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED 


(Eingegangen: 26. 7. 1956) 


Es wird auf Grund einer phanomenologischen Theorie untersucht, inwieweit die von 
der Reabsorption herriithrende Sekundarfluoreszenz die spektrale Verteilung der Emission einer 
fluoreszierenden Lésung beeinflusst. Dieser Einfluss lasst sich quantitativ durch eine von der 
| Wellenlange abhangige Funktion charakterisieren, mit welcher noch die unter Beriicksichtigung 
der Reabsorption schon korrigierte Verteilungsfunktion multipliziert werden muss, damit dieses 
Produkt als das wahre Spektrum angesehen werden kann. Die gewonnenen Zusammenhinge 
‘wurden an einer Fluoreszeinlésung experimentell nachgepriift. Die bei verschiedenen Schicht- 
idicken aufgenommenen und nur mit Riicksicht auf die Reabsorption korrigiertenSpektren zeigten 
eine merkliche Abweichung — in dem Sinne,dass das Maximum bei der Lésung grésserer Schicht- 
dicke nach Rot verschoben war — die Spektren dagegen, bei denen auch die Wirkung der 
sekundiren, tertiaren, usw. Fluoreszenz in Betracht gezogen wurde, erwiesen sich als beinahe 
identisch. 


§ 1. Einleitung 


Das unmittelbar gemessene, sogenannte dussere Emissionsspektrum einer 
fluoreszierenden Lisung kann bekanntlich nicht ohne weiteres als Ausgangspunkt 
fiir molekularphysikalische Uberlegungen dienen; dieselben missen auf dem 
wahren oder inneren Fluoreszenzspektrum beruhen, bei dessen Bestimmung der 
Einfluss der Reabsorption — der Absorption des Fluoreszenzlichtes in der 
Lésung — beriicksichtigt werden muss. Dieser Einfluss kann besonders dann 
sehr betrichtlich sein, wenn Absorptions- und Emissionsspektrum der Lésung 
einander stark iiberdecken, und wenn gréssere Konzentrationen und Schicht- 
dicken vorliegen [1]. Mit Riicksicht auf die wesentliche Rolle der Reabsorption 
kann man erwarten, dass auch die von der Reabsorption hervorgerufene Sekun- 
darfluoreszenz eine spektrale Wirkung habe, dariber scheint jedoch wenig 
Quantitatives bekannt zu sein; die bisherigen Arbeiten tiber die Sekundar- 
Jumineszenz, insbesondere die theoretischen Untersuchungen von GALANIN [2], 
beziechen sich in erster Reihe auf die Polarisation und Abklingdauer der Fluores- 
zenz, nicht aber auf ihre Spektralstruktur. 

Zwecks einer grundsatzlich genaueren Bestimmung des inneren Fluores- 
zenzspektrums einer Lésung durch Beriicksichtigung der Sekundarfluoreszenz, 
hefasst sich die vorliegende Arbeit mit der letztgenannten Frage, also mir der 
Einwirkung der Sekundarfluoreszenz auf die spektrale Verteilung der Emission. 
Zuerst wird fiir eine geeignet gewahlte Erregungs- und Beobachtungsart berech- 
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net, in welchem Masse das sekundire Fluoreszenzlicht an der mit einem Spektro- 
photometer gemessenen Fluoreszenzstrahlung der Lésung beteiligt ist, sodann 
wird der dadurch bedingte spektrale Einfluss diskutiert und schliesslich in 
einem konkreten Fall experimentell untersucht. Obwohl bei diesen Unter- 
suchungen die bei der Photolumineszenz vorkommenden Bedingungen als Aus- 
gangspunkt dienen, diirften die Ergebnisse auch auf anderen Gebieten, insbe- 
sondere in Verbindung mit den Szintillationszahlern[3] eine Anwendung finden. 


§ 2. Theoretisches iiber die Sekundarfluoreszenz 


Die Frage nach der Intensitat und spektralen Energieverteilung des in 
einer Lésung entstehenden sekundaren Fluoreszenzlichtes kann — infolge der 


Inkohirenz der den einzelnen Emissionsakten entsprechenden Wellenziige — | 


auf Grund einer phanomenologischen (statt einer quantenmechanischen) Theorie 
behandelt werden. Obwohl dieser Umstand eine erhebliche Erleichterung zur 
Folge hat, kann man relativ einfachere Beziehungen nur im Falle einer solchen 
experimentellen Anordnung erwarten, fiir die wenigstens der Einfluss der Reab- 


sorption allein nach einfachen Formeln exakt berechnet werden kann. Darum 


wollen wir unseren Uberlegungen den idealisierten, aber mit hinreichender 
Naherung realisierbaren Fall zugrunde legen,in dem die Fluoreszenz der Lésung 
durch ein monochromatisches, senkrecht zu der Vorderflache der Kiivette ein- 
fallendes Parallellichtbiindel vom kreisférmigen Querschnitt R’x erregt wird, 
und von dem Fluoreszenzlicht ein ebenfalls paralleles, zu der Einstrahlungsrich- 
tung entgegengesetzt gerichtetes Biindel zur Messung gelangt. Es sei der Quer- 
schnitt dieses letzteren, durch die Mitte der Vorderflache austretenden Bindels 
hinreichend klein gegen R°z, so dass wir uns bei der Berechnung der Fluoreszenz- 
strahldichte (-leuchtdichte) auf die Strahldichte im Mittelpunkt der Vorderflache 
beschrianken kénuen. Es wird vorausgesetzt, dass das erregende Licht unpola- 
risiert ist und dass die Fluoreszenzemission als isotrop betrachtet werden kann. 
Im angenommenen Fall ist der vom Erregungslicht durchstrahlte Teil der 
Lésung ein Kreiszylinder (mit dem Grundkreisradius R und der Héhe — Schicht- 
dicke — 1), dessen Achse mit der z-Achse des Koordinatensystems Oxyz zusam- 
menfallt (Fig. 1). Auf der vorderen Grundflaiche z = 0 mége das in das Medium 
eindringende Erregungslicht der Wellenlange / die konstante Bestrahlungsstarke 
E,. erzeugen (gemessen in erg sec! cm~?, oder — als Quantenstromdichte | 
aufgefasst — in Quanten sec”! cm). Ist k, der Absorptionskoeffizient der 
Lésung fiir die Wellenlange 1, so absorbiert ein auf der Achse in der Tiefe Zo 


liegendes Volumenelement dV, aus der erregenden Strahlung in jeder Sekunde 
die Energie a 


Bokeh dVo, a) 
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und emittiert eine primaire Fluoreszenzstrahlung, deren Leistung im Wellen- 
1a = : se , , nie ee 

ngenbereich zwischen 4’ und 4’ + di’, nach der Definition der spektralen 
inneren Fluoreszenzausbeute F(A’), durch das Produkt von (1) und F,(2’) 
gegeben ist. Da bei Lésungen im allgemeinen — entsprechend der Unabhangig- 
keit des wahren Fluoreszenzspektrums von der Erregungswellenlinge — die 

ae : Eo prawee : a 

Zerlegung F(A’) = », f(A’) zulassig ist, wobei 1, die innere Fluoreszenzausbeute 
und f(A’) die normierte Verteilungsfunktion des wahren Fluoreszenzspektrums 


bedeuten ({ f(A')da’ = 1), betragt die Strahlungsleistung des von dem Volumen- 
0 


Fig. 1. Zur Herleitung der Formel fiir die spektrale Wirkung der Sekundarfluoreszenz 


element dV, in den gesamten Raumwinkel emittierten und auf das Intervall 


2’ entfallenden primdren Fluoreszenzlichtes 
d* Dp (2,34) = Enka naf (A) di’ en2%dVo. (2) 


(Werden E,,, 7, und f(A’) der Reihe nach als Quantenstromdichte, Quantenaus- 
eute und Quantenspektrum statt als Energiegréssen gedeutet, so driickt sich 
d4@®, in Quanten/sec aus.) 
Um das von dV, emittierte sekundare Fluoreszenzlicht zu berechnen, 
eachte man, dass ein anderes Volumenelement dV (mit den Zylinderkoordinaten 
r, y,z und dem Abkstand s = Vr? + (@ —z)2 von dV,) im Intervall dA” und 
in den Raumwinkel 4 die primire Fluoreszenzstrahlung d*®> (2 ; A”) aussendet. 
Da diese Strahlung auf einem am Ort von dV, liegenden Flachenelement mit — 
er Normalenrichtung (dV) — (dV,) die Bestrahlungsstarke MD,(2; 2” )e 1” /4ar 8? 
rzeugt (wenn man vorlaufig von den Reflexionen an den Grenzflachen absieht), 


ird in dV, aus derselben der Anteil 


eky” 


dV, 3 
die (3) 


bsorbiert. Aus diesem Anteil entsteht ein sekundiires Fluoreszenzlicht, dessen 
trablungsleistung im Intervall da’ durch das Produkt von (3) und 7(A”) f(A')di’ 


d4 Dp (23 4") hi 
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dargestellt wird. Integriert man dieses Produkt iiber alle Wellenlangen 2” und ] 
iiber das Volumen V des Zylinders, so erhalt man mit Ricksicht auf (2) fir jj 
die Strahlungsleistung des von dV, in den gesamten Raumwinkel emittierten. 
und auf das Intervall dd’ entfallenden sekundéren Fluoreszenzlichtes den Aus- | 


druck 


ek k 


ADs (2934) = Eno ka mf (¥) dN Vo (a) F(4") | ka § sas et av| da", (Ayal 


(V) 4, 76 s? 


Die Summe von (2) und (4) schreiben wir in der Form 


d4 Dp+5 = Ex kanaf (4) [eo + A (z)] 42 dVo, (5) | 
wobei die Funktionen e “a% und | 
—- © ky rea hyz—kys 
A (zo) = i n (A") f(A") A (20) di” mit A (zo) —= a | = ee wv (6) 
0 TE 
(V) 


die raumliche Verteilung der primar bzw. sekundar angeregten Zentren langs. 
der Kiivettenachse charakterisieren. 

Unserer eingangs erwahnten Annahme entsprechend soll nun von der aus. | 
dem oben-betrachteten Volumenelement dV, = dxody dz) austretenden gesamten_ : 


(primaren und sekundaren) Fluoreszenzstrahlung d!@p., 5 nur ein enges Biindel — 
zur Messung gelangen, das einen sehr kleinen, die z-Achse einschliessenden Raum- _ 
winkel Q ausfillt. Dieses Biindel fihrt einem in der Mitte der Vorderflache 
liegenden Flichenelement dx dy, die Strahlungsleistung d*@p , se 4" Olan zu, 
die einer Fluoreszenzstrahldichte 


d*@p, se "i eae 


4 dxo dy n? ) . 
entspricht. Dabei wird durch den Faktor 1/n? (n = Brechungsquotient der 
Lésung) die beim Lichtaustritt durch die Vorderfliche entstehende Vergrésse- 
rung des Raumwinkels und durch g der entsprechende Reflexionsverlust beriick- 
sichtigt ; in @ werden wir aber auch den Reflexionsverlust beim Eintritt des 
Erregungslichtes einbeziehen, indem wir von nun an unter Es die dem auf- 
fallenden Licht entsprechende Bestrahlungsstirke verstehen werden. Fiir die 
in der Mitte der bestrahlten Vorderflache beobachtbare Fluoreszenzstrahldichte 


B,, di’ ergibt sich somit durch Integration von (7) nach z und mit Gl. (5) die 
Beziehung 


By di’ = Ci, 7 (P+ 8S) dv’, (8) 


wobei die mit dem Faktor 


A earne} Panes = t f 
Ce eee Exo kal m f (’) (9) 
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multiplizierten Gréssen 
L— ena tk)! 


ice en gee 10): 
(ka + ka) 1 (10) 
und 
1 l foe) 1 
n pes ee 7 ry key —k,2—k,,S ; 7 
S = — |e *A (m) dso =| a) |= [ems t! (‘ 2 dV \dz,| da” 
fie 4 ie Ag. s2 
0 0 0 (Vv) (11) 


'die Anteile darstellen, die das primare und sekundiére Lumineszenzlicht (unter 
Beriicksichtigung der Reabsorption) zu der beobachteten Strahldichte liefern. 
Zur Berechnung von S betrachten wir zuerst das Integral A = A(z), 
ivgl. (6). Man findet wegen s? = r? + (z — 29)? und rdr = sds 
l R l 


Bere > 9 —kyS Sar 
A == | re | sir a= ei) Ei( —ky- R24 (@ = m2) — 
2 Ss 2 \ 
0 0 0 


— Ei (—ka- | z — z0| } dz. (12) 
| 
Wird der Zylinder als hinreichend flach angenommen, d.h. setzt man 
- = iM mit soil (13): 


so kann das Glied (z — x)? < FP gegen R? vernachlassigt werden, und die Integra- 


tion ergibt mit der Abkiirzung uy = %/I: 
A= Aalugst7) =F | (1. —e- Bi (m7) Bi 7) +e Ei(— (1—uy)) + 


2a 
alge 


en us |Bi(—(—a)u)— Ei(—(v+@ (1 — Uo)) + In 


Hierbei und im folgenden bedeuten die (zur Vereinfachung der Schreibweise 
eingefuhrten) dimensionslosen Gréssen a, B,y die mit der Schichtdicke | multi- 
plizierten Absorptionskoeffizienten : 

C= Ky hi, p=kyl, y = kal; (15) 
a hangt also von der Wellenlange 1 des erregenden Lichtes, 6 von der Wellen- 
lange 1’ des Fluoreszenzlichtes ab, wahrend y eine Funktion der Wellenlange 


A” ist, nach der im Sinne von (6) integriert werden muss. , 
Mit Riicksicht auf die Gleichungen (14)—(15) und nach Einfuihrung der 
neuen Integrationsvariablen uy = %/! nimmt (11) die Form 


s = fn@ sent {ePt A dug) ai (16) 
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an. Fir das Integral in den eckigen Klammern (das wir mit D bezeichnen) 


finden wir 
1 


D=D(a.p.ysm) = | Pts A dp = 57 ia e~*) (1 — ef) [Ei (—my) — 


0 


Ei(—y)] + ile + B)G(—y) —46(—(B +7) —BE(—-Ca +”) ] +I 


EP at Aet-1) a7) —ACle—n)]), “a 
a+ 6 


-wobei G(x) die folgende Funktion bedeutet : 


x2 x3 


G (x) = Ei(x) —In|x| =0,5772... Lx + +... . (18))| 


2.2! 3.3! 


Kennt man also das Absorptionsspektrum k(A) der Lésung [vgl. (15)] und 
— wenigstens annahernd, s. u. — den spektralen Verlauf der Fluoreszenzaus- 
beute und der Emission, d.h. 4 (A) und f(A), so lasst sich die fiir die Sekun dia 


fluoreszenz massgebende Grésse S nach der Formel 


= fn(a")f(’) ) D da” (19) 
0 
berechnen. 


: : iS 
Da das MLE ere das in der Gl. (8) fiir die gemessene Strahldichte 


S 
B, = C,,,P [t+ 4 die Rolle der zweiten Naherung spielt, sich durchaus 


nicht immer als sehr klein gegen Eins erweist (s.u.), ist in manchen Fallen 
auch der Einfluss der Tertidrfluoreszenz zu beriicksichtigen. Dieser Einfluss, de 
in der entsprechend erweiterten Gleichung 


; T 
By =C bP ie = 
A RoR nee Ted S| a 


-durch die Grésse T gekennzeichnet wird, lasst sich ahnlich wie der der Sekundar- 
fluoreszenz berechnen, wenn man die — fir grosse R/l zulassige — Annahme 
macht, dass die raumliche Verteilung der sekundar angeregten Zentren in der| 
Lésung nur von der z-Koordinate abhangt. Diese Verteilung ist dann nach (6) 
‘durch A(z; k,) oder — unter Einfiihrung der Variablen u = z/l — durch 


A = Ag(us.a) = | n (2) $02") Ao (usa, y) da” (21) 


UBER DEN EINFLUSS DER SEKUNDARFLUORESZENZ AUF DIE EMISSIONSSPEKTREN 213 


gegeben, wobei A)(u; a, y) die in (14) stehende Funktion bedeutet. Man erhalt 
nun offenbar T’ dadurch, dass man in dem Ausdruck (11) von S die fiir die 
Verteilung der primar angeregten Zentren charakteristische Grisse e *”” 
=e “") durch A(z; k,) [= A,(u; a)] ersetzt. Dies ergibt 


" ” 1 y {4.2 ky at 3 eer fos 
i [x (A) f(A Ne | oh : { (a ee rdrdz| dzo| dit = 
l 2 é s? 
0 0 0 0 
(22) 
; 1 co k 1R * i : 
ee. + » CL enka z ars Z 
=— | 4 (25) | ne) $0)| > {| ee rdrdx in| d= 
2 é ae aa . 
1 1 
=+| A (z3ka) A (23 ky) dz, 
0 
loder 
al wy 
T=T(a = { Ag(u;a@) Ao (u;f)du. (23) 
0 


Die Bestimmung von T erfordert, wie aus Gleichungen (14), (21) und (23) 
ersichtlich ist, eine langwierige Berechnung. Es lasst sich jedoch durch Reihenent- 
icklung beweisen, dass fiir sehr kleine Werte von a, 8 und y,,, mit guter 
naherung die Beziehung 


—=— (24) 


iit, und die Berechnung fiir verschiedene andere Fille zeigt, dass man keinen 
ossen Fehler begeht, wenn man diese Beziehung auch fiir mittlere und grosse 
erte von a, 6 und ymax als giiltig betrachtet.1_ Indem man das dementsprechende 
uch bei Fluoreszenzstrahlungen héherer Ordnung annimt, kann der gleich- 
eitige Einfluss der sekundaren, tertidren, ... Fluoreszenzstrahlung annahernd 


S 
o beriicksichtigt werden, dass man in (20) die Summe | + ?P ar re die 
1 


ische Reih ape oe oul ae = ——— ersetzt. : 
geometrische Reihe | P a ahs 1 — (SP) ‘ 


1 Es ist z. B. im Falle der von uns untersuchten Fluoreszeinlésung : 


s ae Tera > Scat Taal 
= 1,02 P = 0,20 fiir (a, B, Ymmax) = (0,450,4;4)5 Chae 1,09 p 0,20 fiir (0,4; 4; 4); re 
pe TRE Sect tr eed 


3 Acta Physica VII/2. 
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Jusammenfassend haben wir also das Resultat : Due unter den genannten 
Bedingungen beobachtbare monochromatische Fluoreszenzstrahldichte B,, — in der | 
auch die von der sekunddren, tertidren usw. Fluoreszenz stammenden Anteile 


enthalten sind — lésst sich anndhernd durch 


(25) 


LB p) 1 
oly °F 
as An omy (*) 4 a+B 1 — * 


darstellen, wobet 


a 1—e*) (l—e ¥) =. : ms ) 
SAP) 0 ae 


; | 
a G —a-yG del 26) | 

Pag Se ETN Cea Ae) | 

76 (= (a+ 9) + e-@+P) [(a+-) 6 (— ») — 4 - 6 (B—7) — B- yE (@—y)] } | 


ist.2 [Die Bedeutung von a, B, y, G(x) und die des Querstriches sind in (15) | 


| 


(18) und (6) erklart: z. B.ist yG(—y) = i n (A") f (A") Lae G (— Lkar) da" «| 


| 
Da die wahre spektrale Verteilungsfunktion f(A’), die uns hier in erst 
Reihe interessiert, in dem Ausdruck von x unter dem Integralzeichen auftritt,| 
ist Gl. (25) eigentlich eine Integralgleichung fiir f(A’). Man kann aber f(A’) anna- 
hernd so bestimmen, dass man zur Berechnung von x [ausser der als bekannt 
angenommenen Funktionen k(4”) und 7(A4”)] diejenige Naherung f,(A’) von 
f(1’) verwendet, die sich aus Gl. (25) fir x = 0 — d.h. unter Beriicksichtigung 
der Reabsorption allein — ergibt. Diese Naiherungsfunktion 


Wien ee aed 
fo (a) =K see past (27) 


in der die von 4’ praktisch unabhangige Konstante K aus der Normierungs 


SU J fo(a’) da’ = 1 au bestimmen ist, hangt dann mit der wahren spektra 


* Fir die Fluoreszenzstrahldichte auf der Riickfldéche erhalt man 


e—6 — e—a 1 
a—6  1—xp’ 


PRS et te a. 


Bri = Gs x Ex maf(a) a 


mit alee mreeie ey. 
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en Verteilungsfunktion f(A’) folgendermassen zusammen : 


f(A’). = const (1 — x) fo (2’) . (28) 


Dieses Naherungsverfahren zur Bestimmung von f(A’) wird durch die weiter 
unten zu besprechende Tatsache gerechtfertigt, dass x nicht zu stark von Q’ 
abhangt.) 

. Beziiglich der bei der Herleitung von (25) — (26) gemachten Voraussetzungen sci hier 
folgendes bemerkt. a) Der Einfluss des Verhiltnisses m = R/l — fiir welchesin (13) m2 > 1 


angenommen wurde — lasst sich laut einer einfachen Abschitzung genauer dadurch beschreiben, 
dass man in (26) m durch m’ [also Ei(— my) durch Ei(— m’y)] ersetzt, wobei 


easy (29) 


st. Auf Grund von (29) lasst sich in jedem konkreten Fall derjenige Wert von m feststellen, 
5ei dessen Uberschreiten die durch die Ungleichung (29) bzw. durch die Annahme m?> | bedingte 
Ungenauigkeit des Wertes von x nicht mehr ins Gewicht fallt. b) Gl.(25) bezieht sich, wie erwahnt, 
uf diejenige Fluoreszenzstrahldichte Bj, die im Mittelpunkt der Vorderflache herrscht, die 
also einem Parallellichtbiindel von sehr kleinem Querschnitt entspricht. Ist dagegen der Quer- 
schnitt des in die Messanordnung gelangenden Parallellichtbiindels (der Form eines Spektro- 
sraphenspaltes entsprechend) ein schmales Rechteck der Hohe 2h, so ist die dann beobachtbare 

ittlere Fluoreszenzstrahldichte kleiner als der durch (25)—(26) bestimmte Wert Bj’; sie ist 
iber — wie eine einfache Uberlegung zeigt — bestimmt grisser als der Wert, den man erhilt, 
wenn man in (26) m = R/l durch m(1 — h/R) ersetzt. Der Einfluss von h auf die beobachtbare 
nittlere Strahldichte B,’ lasst sich demnach so beriicksichtigen bzw. abschatzen, dass man x 
tatt mit m (bzw. m’) mit einem Wert m* bildet, der zwischen m(1 — h/R) und m liegen kann : 


m(1— ye) <m*<m. (30) 


:) Wenn das erregende Parallellichtbiindel nicht senkrecht in die Lésung eintritt, sondern mit 
er z-Achse (nach der Brechung an der Vorderflache) einen kleinen Winkel @ bildet, so ist statt 


a Ue, . 


pened ol 
dmatecs O (31) 


ja setzen. d) Bei der Herleitung von (25)—(26) wurde die Tatsache ausser acht gelassen, dass 
ehenden primiaren Fluoreszenzlichtes nicht nur direkt, sondern 


uch durch Totalreflexion an den Grenzflaichen in das Volumenelement dV, gelangt und dort 
er von der Totalreflexion 


erriihrende Anteil, der natiirlich ebenfalls wellenlangenabhangig ist, kann im allgemeinen 


achlassigt werden. Da aber seine genaue Beriic 


st es bei der Untersuchung der sp i 1 ; 
ffekt — statt ihn rechnerisch zu beriicksichtigen — durch geeignet gewahlte experimentelle 


edin: en zu beseitigen (s. weiter unten). : P ; 
eDie Berechnung von x ist besonders mit Riicksicht auf das zweite Glied auf der rechten 


eite von (26) langwierig. Wir bezeichnen dieses Glied — indem wir 


HH, +H, (32) 
etzen — mit , und schreiben es in der Form 


My = %_ (a, B) = coe [eG +2Br) + eFP vay +erv ss, ~], (33) 


3* 
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wobei x(x, y) und y(x, y) (nicht iiberstrichen!) die folgenden Funktionen bedeuten : 


x(x y) = [16 ( vy) —G(—y —x)], p(x, py ees [¢(—y) —G(—y + x)]- (34) 


x 


: Um die Berechnung von x, zu erleichtern, werden einige Werte dieser Funktionen in der Tabelle 
1 angegeben; auf Grund dieser durch graphische Interpolation leicht zu erginzenden Tabelle 
lassen sich dann die »Mittelwerte« Y(a,y) usw. in jedem konkreten Fall — fiir den die Funk- 
tionen k (A”) = y/l, n (A”) und f, (A”) bekannt sind — durch numerische oder graphische Integra- 
tion berechnen. 


Die im allgemeinen Fall recht komplizierte Funktion x vereinfacht sich 
wesentlich in den folgenden Fallen. 

a) Sind a und £ (aber nicht notwendig y,,,x)'so klein, dass man die Reihen- 
entwicklung von x nach a und f mit den quadratischen Gliedern abbrechen 
kann, so gilt 


1 ae saeteeg eee ee 
# (a8) = fy [Ei my) — Bi ( 0 ace) | y I (35) 


—C, (a + f*) — Cy a8 


mit 
nag 3 ed baal 1 
APL LE, ee ee area BE (1 \|- E poe ae 
24 | y y 2 y 24 | 12 60 
: 1 i 
peat So ee ee ELAS (352) 
sri npn G30 © | 
life soy Leet 6 ee its Cie Be 
eee gees ee irony eeererl oat 
a=s.|~ () = «| y pp 24) at Sets 
beg Bini, 
Ba Bile pe aed 
angie aaron 


Wenn auch ymax (bzw-y) hinreichend klein ist, dann erhalt man bis zu Gliedern, 
die von dritter und héherer Ordnung klein sind : 


l apo 36) 
. TR: Ki-( a SY Pa (36) 
2 = 7 Bi my) — Ei ( eae ed 

1 ymax bedeutet den gréssten Wert, den y = kyl in dem Wellenlang enbereich imt, 


wo f(A’) praktisch von Null verschieden ist. 
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b) Im anderen Grenzfall, in dem a und f gross genug sind, Gane die 
Glieder mitie-7, ¢*s Mil— (a 7) und Ei(— (6+ y)] vernachlassigt wert- 


den kénnen, ergibt sich 


x (a,B) = aie = |v Bi aA Pan ae a 1+ Fit. (37) 


Der spektrale Einfluss der Sekundarfluoreszenz kann — bei einer bestimm- 
ten, in der angegebenen Weise erregten Lésung von bestimmter Schichtdicke, 
fir die a = k,l und m = R/I gegebene Gréssen sind — durch denjenigen Faktor 
o (’) charakterisiert werden, mit dem die nur unter Beriicksichtigung der Re- 


absorption gewonnene spektrale Verteilungsfunktion fo(4’) multipliziert werden | 
muss, um die wahre spektrale Verteilungsfunktion f(A’) zu erhalten. Wird | 
dieser Faktor so normiert, dass er far den kleinsten Wert (Bmin), den die | 


Grisse B = ky, 1 im Wellenlaingenbereich des Eimissionsspektrums annimt, 


gleich Eins sei, so wird nach Gl. (28) 


— # (a, B(a’ 
oe ; — ae : 


Da (fiir eine bestimmte Lisung und bei festen Werten von a und m) mo- 
noton mit wachsenden f abnimmt, gilt o(A’) <1, und der spektrale Einfluss 
der Sekundarfluoreszenz ist bei derjenigen Wellenlange am gréssten, fir die 
die Absorption (bzw. f) im Wellenlingenbereich des Fluoreszenzspektrums am 
gréssten ist; der grésste Einfluss ist also durch 


1 — x (a, Bmax) 
1 — x (a, Bmin) 


Omax = (39) 
gegeben. 
Bei Lésungen von nicht zu grossen Konzentrationen und Schichtdicken 


kénnen a und Bmax oft so klein sein, dass die Annaherung (35) fiir x zulassig ist. 
In diesem Fall lasst sich o,,,, in der Form 


~ 


1 g 2 
Omax = 1 + T—»(0,0) [C, CP Bax — Bhin) + Coa (Bmax — Bmin) | (10) 


schreiben [vorausgesetzt, dass x(0,0) — vgl. (35) — nicht in der Nahe von Eins 
liegt, sondern etwa den Wert 1/2 nicht iiberschreitet]. Da die Funktioner 
C,(y) und C,(y) [vgl. Gl. (35)] unter den oberen Schranken 0,004 bzw. 0,027 
bleiben, gilt stets C, < 0,004, C, < 0,027. Daraus erhalt man die folgend 
Abschatzung, die zur Orientierung dienen kann: Sind a und Bmax Kleiner al 
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1/2, so bleibt o,,,,,. unter der Schranke 1,02, dann tbt also die Sekundarfluoreszenz 
(auch im Falle einer starken Uberlappung des Absorptions- und Emissions- 
spektrums) praktisch keine spektrale Wirkung aus. 


§ 3. Experimentelle Ergebnisse 


Fiir die experimentelle Untersuchung der spektralen Wirkung der Sekun- 
darfluoreszenz empfehlen sich prinzipiell mehrere, verschiedene Verfahren. Die 
‘von uns gewahlte Méglichkeit ist die folgende : 

Zwei zylindrische Kiivetten von der Lange 1, bzw. 1, werden mit derselben 
fluoreszierenden Lésung gefillt und dann von demselben erregenden Licht- 
biindel wechselnd eingestrahlt, wobei die in ihnen erzeugte Fluoreszenz mittels 
eines Spektrophotometers bei verschiedenen Wellenlangen 4’ beobachtet wird. 
Das so gemessene Verhiltnis der in § 2 definierten Fluoreszenzstrahldichten, 
d.h. B,,/B,,, wird dann mit dem auf Grund der Formel (25) berechneten Ver- 
haltnis verglichen. Ferner werden auch die spektralen Verteilungsfunktionen, 
die sich fiir die zwei Schichtdicken ohne und mit Beriicksichtigung der Sekundar- 
flucreszenz ergeben, festgestellt und diskutiert. 

Bei unseren hier zu besprechenden Versuchen wurde eine alkalisch-wassrige 
Fluoreszeinlésung der Konzentration 2,5-10-4 Mol/1 (py = 12,6, t = 23° C) 
verwendet. Die Schichtdicken waren: 1, = 0,100 cm und I, = 1,00 cm. Der bei 
der Auswertung der Fluoreszenzmessungen in Betracht kommende Teil des 
Absorptionsspektrums k(/), das mit Hilfe eines photoelektrischen Spektrophoto- 
meters aufgenommen wurde, ist in Fig. 2 dargestellt. 

Fiir die Fluoreszenzmessungen diente als erregende Lichtquelle eine mit 
Gleichstrom gespeiste Quecksilberhéchstdrucklampe (Osram HBO 500) in Ver- 
bindung mit einem Interferenzfilter, das praktisch nur das schmale Band um 
7 = 436 my durchliess. Dabei ergab sich k, (als Integralmittelwert iiber das 
schmale Band): k, = 4,70 cm—1, so dass a, = 0,47, a, = 4,70 waren. Zur 
Feststellung der Gréssen B,, und B,. benutzten wir ein photoelektrisches 
Spektrophotometer, im wesentlichen bestehend aus einem Zeiss’schen Spiegel- 
monochromator und einem Sekundirelektronenvervielfacher (IP21). Die erwahn- 

| ten Annahmen in bezug auf die Parallelitat des Exregungs- und des zu beobach- 
tenden Fluoreszenzlichtbiindels wurden weitgehend erfiillt, und auch die Gréssen 
R und h wurden entsprechend den bei (29) und (30) genannten Gesichtspunkten 
gewahlt (R= 1,7 cm; m= 17; m,=1,7; h/R= 0,3). Die Richtung der 
Erregung und die der Beobachtung bildeten einen Neigungswinkel von unge- 
fahr 7°. Der Einfluss der Totalreflexion des Fluoreszenzlichtes an den Kiivetten- 
wanden wurde folgendermassen eliminiert. Die hintere Grundfliche und der 
Mantel der die Lésung enthaltenden zylindrischen Kiivetten wurden mit Tusche 
bedeckt, wodurch die totale Reflexion an diesen Oberflachen beinahe verschwand. 


An die vorderen Grundflachen dagegen wurden mit Wasser gefillte Kiivetten 
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Out 


edad 


ee eee 


fi 


k(A) (incm~") 


+~—— Wellenidnge (mp) 


_ Fig. 2. Das langwellige Absorptionsband der untersuchten Fluoreszeinlésung 
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(der Dicke 2 cm) mittels diinner Wasserschichten geklebt. Da die Dicke dieser 
letzteren Kiivetten grésser als R war, konnte das an ihrer Vorderflache total- 
reflektierte Fluoreszenzlicht — wie man dies leicht einsieht — nicht in die 
Lésung zuriickgelangen. 

Um auch die Emissionsquantenspektren gleichzeitig mit B,, und B,. 
zu bestimmen, haben wir auf den verschiebbaren Schlitten, der die Kiivetten 
hielt, auch einen mit dicker MgO-Schicht bedeckten Al-Block montiert, der 
von dem Licht einer Glihlampe bekannter Farbtemperatur beleuchtet werden 
konnte. 

Messergebnisse. Das unmittelbar gemessene Verhialtnis B,./B,, als Funk- 
tion der Wellenlange ist in Fig. 3 dargestellt. Auf derselben Abbildung zeigt 
die mittlere Kurve die Werte des Ausdrucks 


Bye a Bye 1 — ey tk, 
PB) oe chee en ast 


: 
: 
: 


Wenn die Sekundarlumineszenz keine Wirkung ausitben wiirde, d.h. ware 
x — 0, so miisste nach Gl. (25) (B,../B,,)* = 1 sein, dann wiirde also der Faktor 
(1 — eo Cio ® )/(1— e (27 *29'2) die (wegen der Verschiedenheit der Schicht- 
dicken) von der Reabsorption herrithrende Abweichung von 1| des Verhaltnisses 
B,./B,, ganz aufheben. Nach den Messergebnissen ist dies nicht der Fall — in 
Ubereinstimmung mit dem aus Gl. (25) folgenden Resultat, dass nur die mit 
der Beriicksichtigung der Sekundarfluoreszenz berechnete Grosse 


Fa) = al 1 —%, (42) 
Biy |Bai} l- 4 

gleich Eins sein muss. Zur Prifung des Zusammenhanges (B,,/B,,)** = 1 
haben wir x, und x, so berechnet, dass wir als fo (A’) das nur in bezug auf die 
Reabsorption korrigierte, bei der diinneren Kiivette gewonnene Spektrum 
fo(A’) benutzten (s. Fig. 5.), und die relative spektrale Quantenausbeute 
n(A)/Nmax Wurde aus der wohlbekannten Arbeit von WAWILOW entnommen [4]. 
Dabei wurde 7x, das als einziger freier Parameter in dieser Berechnung auf- 
tritt, gleich 0,74 gesetzt. Die so erhaltenen (B,,/B,,)**-Werte sind in der 
Fig. 3 aufgetragen ; wie man sieht, wird die Beziehung (B,,/B,,)** = 1 in 
ziemlich guter Naherung erfillt. . 

Um die Wirkung der Sekundirfluoreszenz an den spektralen Verteilungs- 
unktionen selbst zu demonstrieren, haben wir fiir beide Schichtdicken das 
mmittelbar gemessene, das allein hinsichtlich der Reabsorption korrigierte 
und schliesslich das mit Beriicksichtigung der Sekundarfluoreszenz erhaltene 
Quantenspektrum in | Fig. 4 dargestellt. Dabei wurden die Ordinateneinheiten a 
so gewahlt, dass die zu derselben Schichtdicke gehérenden Verteilungsfunktionen 
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am roten Ende des Spektrums iibereinstimmen und dass die Maxima der bei} 


den zwei Schichtdicken unmittelbar gemessenen Spektren die gleiche Héhe haben. | 
Diese Abbildung zeigt — ausser der wesentlichen Rolle der Reabsorption — | 
den auffallenden spektralen Einfluss der Sekundarfluoreszenz bei der grésseren | 


1=0,10cm 4 l=100cm 


Intensitat in willkdrlichen Einheiten 


609 580 560 540 520 500 480 _ 600 580 
=<—— Wellenldnge (mp) ~—— Wellenldnge (mp) 


Fig. 4. Die bei den zwei Schichtdicken gewonnenen Fluoreszenzquantenspektren: @—€ 

unmittelbar gemessene, -—: beziiglich der Reabsorption korrigierte, O—O mit Riicksicht au’ 

die Sekundarfluoreszenz korrigierte Verteilungsfunktion der Emission der untersuchten Fluor 
eszeinlésung 
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600 580 560 540 520 
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Fig. 5. Die von der Sekundarfluoreszenz herrithrende scheinbare Verschi issio 
c schieb des E 0 
quantenspektrums bei der untersuchten Fluoreszeinlésung ; nahers Behe a Text. 
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schichtdicke, wahrend bei der kleineren Schichtdicke praktisch keine spektrale 
Wirkung vorhanden ist. 

Der Umstand, dass die Beriicksichtigung der Reabsorption allein zur 
Hrmittlung des wahren Emissionsspektrums einer fluoreszierenden Lésung 
aicht ausreicht, tritt deutlich auch aus Fig. 5 hervor. Diese Figur zeigt, 
lass die beiden, nur in bezug auf die Wirkung der Reabsorption korrigierten 
Spektren f),(4’) und fj. (A’) merklich voneinander abweichen, obwohl sich diese 
Spektren auf dieselbe Liésung beziehen. Wenn man dagegen auch die Wirkung 
Jer Sekund&rfluoreszenz in Betracht zieht [indem man nach (28) (1 — %;) fo,(A’) 
und (1 — x,) fy(A’) berechnet], erweisen sich die so erhaltenen Spektren als 
beinahe identisch ; sie fallen praktisch mit fo,(A’) in Fig. 5 zusammen. 

Eine ausfiihrlichere experimentelle Untersuchung iiber die spektrale Wir- 
kung der Sekundarfluoreszenz wird in einer spiteren Arbeit veréffentlicht 


werden [5]. 
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nen: Journ. Chem. Phys., 25, 595, 1956. — Beziiglich der Bestimmung der wahren Quanten- 
ausbeute unter Beriicksichtigung der Sekundarfluoreszenz s. die ebenfalls inzwischen erschie- 
mene Arbeit: A. Bup6, J. Domsr und L. Szétiésy, Acta Phys. et Chem. Szeged, 2, 18, 1956. 


O BNMAHMM BTOPHUHON PJIYOPECLIEHLIMH 
HA CIEKTPbI U3JIYYUEHNA @JTYOPECUMPYIOIM Xx PACTBOPOB 


A. BYHO u UW. KEUKEMETH 
Pe3wme 


Ha ocHope eHomeHosormyuecko TeOpHu YCCMeOBaOCh BIIMAHHe BTOPHYHOM tpryo- 
PeclleHHH, BbIsBAHHOI peaOcopOuvelt, Ha CieKTpaJIbHOe pactipefenenue usydenua yo- 
peciiupyloujux pacTBOpoB. ITO BIMAHHE MOXKHO XapaKTepH30BaTb C MOMOLIbIO yHKUMH, 
3ABMCALIeH OT AJIMHbI BOJIHI, Ha KOTOPy!0 HeOOXOLMMO YMHOXKUTh PyHKUMIO paciipexeseHuA, 
mocne BHe€CeHHA NolmpaBKu Ha peadcopoumto, AIA TOFO, YTOObI WONYAMTb MCTHHHBIM CIeKTp. 
TlonyyeHupie COOTHOMMeHHA ObIIM MpOBepeHb! B OMbITaX C pacTBOPOM dayopecuenua. Crek- 
TPbl, MOJTYYeHHbIe Mpu pasJIM4HbIXx TOMIMMMHAX COA, YAMTHIBAA JIMIb peadcopoume, WjaroT 3Ha- 
YMTeIbHbIe pacxO)KeHuA — B TOM CMbICHe, YTO MaKCHMyM CMelleH B HalipaBseHHu Kpacuoro 
BeTa pu Oomee TOMCTHIX COAX pacTBOpa —— a CMeKTpH, y KOTOPbIX YU4TeHbI HM BIMAHHA 
BTOpM4HOH, TpeTH4HOH u T. J. (bryopecneHtM OKa3asIMICb MOUTH OAMHaKOBEIMU. 


UBER DAS STATISTISCHE MODELL 
DES METALLISCHEN WOLFRAMS 


Von 


L. SzAsz 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 30. VII. 1956) 


Das Ziel der vorliegenden Abhandlung bildet die Bestimmung einiger auf die Elektronen- 
struktur und die Kohasion des metallischen Wolframs beziiglicher Konstanten mit Hilfe des 
statistischen Metallmodells. Das Wesen dieses Modells, das von GomBAs ausgearbeitet wurde, 
besteht darin, dass es die Metallelektronen gesondert vom Atomrumpf in Betracht zieht und 
die zwischen ihnen auftretende Wechselwirkung in Form eines modifizierten Potentials annimmt. 
Auf Grund der auf das Wolfram-Atom und auf das Wolfram-Metall beziiglichen Angaben wurde 
in der vorliegenden Arbeit vorausgesetzt, dass die Zahl der Valenzelektronen beim metallischen 
Wolfram z = 6 betragt. Es wurden ferner mit Hilfe des statistischen Metallmodells die Energien 
des unteren Randes der s- und d-Banden des metallischen Wolframs bestimmt, wobei fest- 
gestellt wurde, dass. in der Nahe der Gleichgewichtslage die Energie des unteren Randes der 
s-Bande tiefer liegt und der Abstand zwischen den unteren Randern der beiden Banden bei 
der dem Gleichgewichtszustand entsprechenden Gitterkonstante etwa 5,5 eV ist. Die Eigen- 
funktion der Metallelektronen wurde auf Grund des Verlaufes des erwahnten modifizierten 
Potentials in Form von ebenen Wellen angenommen und von ihrer Verteilungsfunktion voraus- 
gesetzt, dass sie durch die Parabel des freien Elektrons auch in jenem Energiebereich approxi- 
miert werden kann, das den die Brillouinschen Zonen trennenden Flachen entspricht. Auf Grund 
dieser Annahmen wurden die Gitterenergie, die Gitterkonstante und die Kompressibilitat des 
Metalls berechnet und diese Werte mit den empirischen Werten verglichen, wobei sich eine 
zufriedenstellende Ubereinstimmung zwischen diesen zweierlei Werten ergab. Ausser den obigen 
Konstanten wurde auch die spezifische Warme der Metallelektronen berechnet, auch hier zeigte 
sich eine gute Ubereinstimmung zwischen dem berechneten und dem empirischen Wert. 


1. Einleitung 


Wie bekannt, stiess die Untersuchung der Elektronenstruktur der Metalle 
bisher bei den sog. Ubergangsmetallen auf die gréssten Schwierigkeiten. Insbe- 
sondere standen bisher noch keine auf die Kohasion dieser Metalle beziigliche 
Berechnungen zur Verfiigung. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nun, einige 
auf die Elektronenstruktur und auf die Kohasion des metallischen Wolframs 
beziigliche Konstanten auf Grund des statistischen Metallmodells zu bestimen. 


/Von Gompds war auf Grund der statistischen Theorie des Atoms ein Metall- 


modell ausgearbeitet worden [la], [1b], das es bei Alkali-, Erdalkali- und Edel-: 


metallen, ferner beim metallischen Aluminium [2] ermdglichte, die wichtigsten 


strukturunabhangigen Konstanten dieser Metalle mit grosser Genauigkeit zu 
bestimmen. Das Wesen dieses Modells besteht darin, dass es die Metallelektronen 
gesondert vom Atomrumpf in Betracht zieht und die zwischen ihnen autf- 
tretende Wechselwirkung in Form eines modifizierten Potentials annimmt. 
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Das modifizierte Potential besteht aus zwei Teilen, und zwar einesteils aus dem: 
gewohnlichen elektrostatischen Potential des Atomrumpfes und andernteils 
aus dem sog. repulsiven Potential. Dieses vertritt jene sich aus dem Pauliprinzip 
ergebende Forderung, dass die Einelektroneigenfunktion des Valenzelektrons. 
orthogonal auf die Einelektroneigenfunktionen der Rumpfelektronen zu sein 
hat. Nach Einfihrung des repulsiven Potentials ist es nicht mehr notwendig, 
die Eigenfunktionen der Valenzelektronen auf die Eigenfunktionen der Rumpf- 
elektronen zu orthogonalisieren. Diese lassen sich, wie von GoMBAS nachgewiesen 
wurde, bei den Metallen vom obenerwahnten Typ in sehr guter Naherung in 
Form von ebenen Wellen schreiben. Wie erwahnt, hat dieses Modell bei den 
Metallen vom obenerwahnten Typ, wo die an der Bindung teilnehmenden 
Elektronen im atomaren Zustand die Nebenquantenzahl s bzw. p aufweisen, 


hinsichtlich der von der Struktur unabhangigen Konstanten gute Ergebnisse 


gezeitigt. In der vorliegenden Arbeit sei nun untersucht, ob das Modell hinsich- 
tlich dieser Konstanten auch dann gute Resultate ergibt, wenn die an der Bin- 
dung teilnehmenden Elektronen im atomaren Zustand vom d-Typ sind. Da bei 
unseren Berechnungen vorausgesetzt wurde, dass die Zahl der Valenzelektronen 
im metallischen Wolfram je Atom 6 betragt, stellt diese Berechnung gleichzeitig 


auch eine Erweiterung der Anwendung des statistischen Modells auf Metalle | 


mit einer héheren Valenz als drei dar. 

Der Inhalt der Abhandlung ist folgender : Im 2. Kapitel wird qualitativ 
untersucht, ob beim metallischen W jene Elektronen, die sich im W-Atom im 
5d-Zustand befinden, als Bindungselektronen oder als Rumpfelektronen zu 
betrachten sind. Im 3. Kapitel soll mit Hilfe des statistischen Modells die relativ 
zueinander eingenommene Lage des unteren Randes der s- und d-Energiebanden 
des metallischen Wolframs bestimmt werden. (Als s-Bande wird hier die infolge 
der Verbreiterung des 6s-Niveaus des W-Atoms und als d-Bande die infolge der 
Verbreiterung des 5d-Niveaus des W-Atoms entstehende Bande bezeichnet. 
Naturgemass lasst sich nur das zur Wellenzahl Null gehérige Energieniveau 
der erwahnten Banden durch eine einzige bestimmte Nebenquantenzahl charak- 
terisieren, die Bezeichnung s-Bande und d-Bande weist also auf eine Neben- 
quantenzahl hin, die den zur Wellenzahl Null zugeordneten Elektronenzustand 
kennzeichnet.) Im 4. Kapitel werden die Gitterenergie und die mit ihr zusammen- 
hangenden Konstanten bestimmt, waihrend das 5. Kapitel die Diskussion der 
erhaltenen Ergebnisse enthalt. 


2. Die Rolle der 5d-Elektronen des W-Atoms 
in der Entstehung der metallischen Bindung 


Die Elektronenkonfiguration des W-Atoms hat folgende Gestalt : 


(1s) (2s)* (2p)® (3s)? (3p)s (3d)? (4s)? (4p)® (4d)?° (4,f)14 (5s)? (5p)® (5d)4 (65)?. 
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Bevor zur Bestimmung der in der Einleitung erwahnten strukturunabhangigen 
Konstanten geschritten wird, ist zu entscheiden, wie viele Elektronen je Atom 
im metallischen W als Bindungselektronen anzusehen sind. Genauer gesagt : 
es wird die (qualitative) Antwort auf jene Frage gesucht, ob sich der Energieterm 
der 5d-Elektronen im Metall zu einer breiten Energiebande ausbilden wird, 
in welchem Falle die in dieser Bande befindlichen Elektronen am Zustande- 
kommen der metallischen Bindung in hohem Grade teilnehmen, oder ob die 
aus dem 5d-Term entstehende Bande (im Verhaltnis zur s-Bande) schmal sein. 
wird, in welchem Falle die darin befindlichen Elektronen am Zustandekommen 
der Bindung praktisch nicht teilnehmen. (Im ersteren Fall sind jene Elektronen, 
die im Atom im 5d-Zustand sind, als Bindungselektronen, im letzteren Fall als 
|Rumpfelektronen zu betrachten.) 

: Auf diese Frage wird man qualitativ dann eine Antwort erhalten, wenn 
‘man das Zustandekommen der metallischen Bindung an Hand eines einfachen 
Gedankenexperimentes veranschaulicht. Man stelle sich die das Metall bildenden 
Atome in grossen Abstiinden voneinander angeordnet vor; in diesem Falle 
stimmen die Energieeigenwerte und Eigenfunktionen der Atomelektronen mit 
den Eigenwerten und Eigenfunktionen des atomaren Zustandes tberein, die 
sich z. B. aus den Berechnungen des »self-consistent field« ermitteln lassen. 
Bringt man nun die Atome, aus denen das Metall aufgebaut ist, naher zueinander, 
so beginnen sich die Eigenfunktionen der aussersten Elektronen (Valenzelektro- 
nen) zu decken, was zur Folge haben wird, dass sich die bis dahin diskreten 
Energieniveaus dieser Elektronen zu Energiebanden verbreitern, die fiir das 
betreffende Metall charakteristisch sind. An der Bindung werden also diejenigen 
Elektronen teilnehmen, deren Eigenfunktionen eine Uberlappung zeigen, sobald 
man die Atome auf den kleinsten im Metall auftretenden Atomabstand von- 
einander bringt. Jene Elektronen, deren Eigenfunktionen keine Uberlappung 
zeigen, nehmen nicht an der Bindung teil, und ihre Eigenfunktionen stimmen 
praktisch mit den Eigenfunktionen des atomaren Zustandes tberein. 

In der Fig. 1 sind die radialen Elektronendichten des 5d- und 6s-Elektrons 
des W-Atoms auf Grund der mit der Methode des »self-consistent field« durch- 
gefuhrten Berechnungen von Mannine und MitiMANN dargestellt [3]. Der in 
der Figur ersichtliche Pfeil bezeichnet die Halfte des kleinsten Abstandes 
zwischen zwei Ionen des Metalls (im Gleichgewichtszustand). Es ist zu sehen, 
dass die Dichte des 6s-Elektrons an diesem Ort einen bedeutenden Wert annimmt, 
wobei aber gleichzeitig auch die Deckung der 5d-Elektronen betrachtlich ist. 
Zu demselben Ergebnis gelangt man auch dann, wenn man untersucht, ein wie 
grosser Prozentsatz der 5d-Elektronen sich ausserhalb der das Metallion umge- 
benden Elementarzelle befinden wird. Mit Hilfe der erwahnten Berechnungen. 

- von MANnninG und MILLMANN ergibt sich, dass ungefahr 22% des 5d-Elektrons 
ausserhalb der Elementarzelle zu liegen kommen, was bedeutet, dass die Eigen- 
funktionen dieser Elektronen bei Entstehung metallischer Bindung eine starke 
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Stérung erleiden und dass sich ihr Energieeigenwert zu einer verhaltnismassig 
breiten Bande umwandeln wird. 

Uber das Ausmass, in dem die 5d-Elektronen an der Bindung teilnehmen, 
wird man auch dann unterrichtet, wenn man die Werte der Schmelzpunkte 
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Fig. 1. Die radiale Elektronendichte der 5d- und 6s-Elektronen des W-Atoms nach MANNING 


und MiiMann [3]. 7 in a,-Einheiten, U in —_ -Einheiten. Der Pfeil bezeichnet die Halfte der 


0 . . . 
kleinsten Entfernung zwischen zwei Ionen des Metalls im Gleichgewichtszustand. 


$000 
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Fig. 2. Die Schmelzpunkte der in der I., II. und III. langen Periode befindlichen Elemente 
(Nach Hume-Rotuery [4] S. 287.) 


bei den in der dritten langen Periode befindlichen Elementen betrachtet. In Fig. 
2 sind die erwahnten Schmelzpunkte dargestellt, die als Funktion der Ordnungs- 
zahl eine Kurve mit einem Ausserst charakteristischen Verlauf ergeben. Uns 
interessiert hier nur die eine Tatsache, dass in der dritten langen Periode das 
metallische W den hiéchsten Schmelzpunkt hat, was auf eine starke Bindung, 
also auf eine grosse Zahl von Valenzelektronen hinweist. Es sei auch bemerkt, 

’ 


UBER DAS STATISTISCHE MODELL DES METALLISCHEN WOLFRAMS 229 


dass die auf die kleinsten Atomabstiande und auf die Kompressibilitat der Uber- 
gangsmetalle beziiglichen Angaben zu der Folgerung fiihren, dass die Starke der 
Bindung in der dritten langen Periode um die VI—VII. Kolonne ihren Hiéchst- 
wert erreicht, woraus wiederum folgt, dass bei dem in der VI. Kolonne befind- 
lichen W die Zahl der Bindungselektronen héchstwahrscheinlich gross ist [4]. 
Diese Angaben lassen die Annahme als offenbar erscheinen, dass ausser den 
zwei 6s-Elektronen auch die vier 5d-Elektronen betrachtlich an der Ausgestal- 
tung der metallischen Bindung mitwirken. 

Auf Grund der vorstehenden Ausfiihrungen sei angenommen, dass im 
metallischen W jene Elektronen, die im atomaren Zustand zum 5d-Typ gehoren, 
als Bindungselektronen und nicht als Rumpfelektronen zu betrachten sind. 


3. Berechnung des Eigenwertes und der Eigenfunktion der am unteren 
Rand der s- und d-Bande befindlichen Elektronen 


: Es sei nun das untersuchte Metall betrachtet, von dem auf Grund der 
-vorstehenden Darlegungen angenommen sei, dass es aus Atomriimpfen mit 
_abgeschlossenen Schalen und aus z= 6 Valenzelektronen je Atom aufgebaut 
ist. In Anlehnung an WIGNER und Serrz sei das Metall in Elementarzellen 
geteilt [5], deren Volumen mit dem auf 1 Atom entfallenden Metallvolumen 
tibereinstimmt. Das metallische Wolfram kristallisiert in ein raumzentriertes 
kubisches Gitter. Eine Elementarzelle bei einer solchen Struktur ist in Fig.3 
veranschaulicht. Die Elementarzelle zeigt eine hohe Symmetrie, so dass es 
moglich ist, die Elementarzelle im Laufe der Berechnungen durch eine Kugel 
mit dem Radius R zu ersetzen, deren Volumen mit dem Volumen der in der 


Figur ersichtlichen Zelle titbereinstimmt. 
Es ist bekannt, dass die (nicht normierte) Eigenfunktion des Valenzelek- 
trons eines Metalles in folgender Form geschrieben werden kann [6] : 


pe(t) = ur(t) eft , (1) 


‘wo u,(t) eine periodische Funktion bezeichnet, deren Periode gleich der des 
Gitters ist, und wo £ den sog. Ausbreitungsvektor bedeutet. Am unteren Rande 
der Bande ist definitionsgemass { = 0, dort ist also 


Po (t) = uo (t)- (1a) 


Setzt man wu, in die Schrédingergleichung ein, so erhalt man 
— + ay A u(t) — eU (t) uo (t) = Eo uo (1) - (2) 
2 


A Acta Physica VII/2. 
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Hier bezeichnet U(r) das auf das Valenzelektron wirkende effektive Potential, | 
E, den Energieeigenwert des Elektrons am unteren Rand der Bande, A den| 
Laplace-Operator, ¢ die Elementarladung und a, den Kleinsten Bohrschen | 
Wasserstoffradius. Nimmt man an, dass U(r) kugelsymmetrisch ist, so kann | 
man die Gl. (2) nach der Substitution 


Uo (t) = Rau (7) Yin @ 7) (1b) | 


+n eine von den Winkeln abhangige und in eine radiale Gleichung separieren. | 
In der Gl. (1b) ist Y im (9,~) eine durch die Quantenzablen / und m gekennzeichnete | 


Fig. 3. Die auf das raumzentrierte Gitter beziigliche |Elementarzelle 
(Nach WIGNER und SeErrTz [5].) 


Kugelflachenfunktion, wahrend der radiale Anteil der Eigenfunktion folgende: 
Gleichung befriedigen muss : 
i Ee > VA 8 oe 


al eae e ao 
dr? Tad aT 


ie eU (r) Ry + 
1 l(i+1 ®) 
ah 2 e ao ( a Ry = Ent Rai ° 


r 


Die Eigenfunktion (1b) hat ausserdem auch die sich aus der periodischen Natu 
von u, ergebenden Randbedingungen zu befriedigen und folgenderweise normiert 
zu sein: . 


. % 
4a | R272 dr =1 (1c) 
und : 
7 2n 1 
qa | | Vin Yinsinddddy =1, (id 
A 
00 3 


Die Integration tiber r ist auf die Elementarkugel zu erstrecken. Wenn U( 
bekannt ist, kénnen die Kigenfunktionen und die Eigenwerte — am untere 
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Rand der Banden — aus der Gl. (3) und aus den Randbedingungen bestimmt 
werden. 
Es sei nunmehr das in die Gl. (3) einzusetzende effektive Potential einge- 
hend untersucht. Da der Atomrumpf und die Valenzelektronen gesondert 
voneinander in Betracht gezogen werden, besteht dieses Potential aus der 
Wechselwirkung zwischen dem ausersehenen Valenzelektron und dem Atom- 
-rumpf sowie zwischen dem betrachteten Valenzelektron und den tibrigen Valenz- 

elektronen. Die erstere sei im nachstehenden mit U,, die letztere mit U, bezeich- 
net. Nach unserer Annahme enthalten diese auch die Austauschwechselwir- 
_kungen. Wenn nur die gegenseitige Lage der zu den Liésungen der Gl. (3) mit 
den Nebenquantenzahlen s bzw. d gehérigen Energieeigenwerte ermittelt werden 

soll, dann kann U, bei den Berechnungen villig vernachlassigt werden, weil 
-— wie zu sehen sein wird — der Verlauf von U, so beschaffen ist, dass man 
die Eigenfunktionen der Valenzelektronen in guter Naherung in Form von 
-ebenen Wellen schreiben kann; dies bedeutet, dass das elektrostatische Poten- 
tial der in der Elementarkugel enthaltenen z Valenzelektronen folgendermassen 
lautet : 

Us elektrostatischer Teil von 


2 
U.= 270k"), wo (Se Seman (4) 


Die potentielle Energie des am unteren Rand der Bande befindlichen Elektrons 
betragt im Potentialfeld (4), wenn die Eigenfunktion des Elektrons y = 
= (1/Q**) Yin(9, y) ist, wo Q das Volumen der Elementarkugel bezeichnet : 


(5) 


je= 4: 


3 


Diese potentielle Energie E, hangt nicht von der Nebenquantenzahl des am 
unteren Rand der Bande befindlichen Elektrons ab, was bedeutet, dass die 
Beriicksichtigung von E, die gegenseitige Lage der Lésungen vom s- und d-Typ 
nicht beeinflusst. Es ist leicht einzusehen, dass diese Darlegungen nicht nur fiir 
den elektrostatischen Teil von U,, sondern auch fiir den die Austauschwechsel- 
wirkung enthaltenden Teil Giiltigkeit besitzen. 

Nunmehr soll — nach Gompds — die Wechselwirkung zwischen Valenz- 
elektronen und Atomrumpf einer naheren Betrachtung unterzogen werden. 
Von der Austauschwechselwirkung wird man hier in nullter Naherung absehen 
konnen. Es ist bekannt, dass die Wechselwirkung zwischen dem Valenzelektron 
und dem Atomrumpf in Form eines effektiven Potentials bericksichtigt zu 
werden pflegt. Wenn man also den Eigenwert und die Eigenfunktion des ausser- 
halb des Atomrumpfes befindlichen Valenzelektrons bestimmen will, muss man 


- 
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die Schrédingergleichung in diesem Potentialfeld lésen. Im Laufe der Liésung 
ist die Forderung zu stellen, dass der radiale Teil der Eigenfunktion des Valenz- 
elektrons gemass dem auf die besetzten Zustinde des Atomrumpfes beziiglichen 
Besetzungsverbot (n — / — 1) Nullstellen aufweise. Das Problem lasst sich 
aber — nach Gompds — auch derweise lésen, dass man das auf die besetzten 
Justinde des Atomrumpfes beziigliche Besetzungsverbot durch ein in die 
Schrédingergleichung des Valenzelektrons einzusetzendes repulsives Potential 
ersetzt. Laut GomsAs ist also das Potential der Wechselwirkung zwischen dem 
Valenzelektron und dem Atomrumpf : 


[i= Vice Ge (6) | 


wo V das elektrostatische und G das repulsive Potential bezeichnet. Wenn 


man die Schrédingergleichung mit Hilfe des sog. modifizierten Potentials (6) | 


lést, dann muss die Eigenfunktion des Valenzelektrons — wie von GomBAS | 


nachgewiesen wurde — nicht orthogonal auf die Eigenfunktionen der Elektronen 
des Atomrumpfes sein und der radiale Teil der Eigenfunktion muss nicht tiber 
(n — 1— 1) Nullstellen verfiigen. In der vorliegenden Arbeit soll im weiteren 


vollig im Sinne von GomBAs vorgegangen werden, so dass das Wechselwirkungs- _ 


potential in der Form (6) angenommen wird. 

Fiir das in der Gl. (6) vorkommende repulsive Potential wurden von 
Gompks auf Grund der statistischen Theorie des Atoms zwei Formen abge- 
leitet [7], [8]. In unseren Berechnungen soll das repulsive Potential benutzt 
werden, das auf Grund des nach der Nebenquantenzahl gruppierten Atom- 
modells hergeleitet wurde. Dieses Potential zieht namlich, wie aus der Herlei- 
tung hervorgeht, die individuellen Eigenschaften der Elektronen mit verschie- 
denen Nebenquantenzahlen viel besser in Betracht als das auf Grund der globalen 
Behandlung samtlicher Elektronen abgeleitete repulsive Potential. Nach GomBAs 
lautet das auf ein Valenzelektron mit der Nebenquantenzahl | einwirkende 
repulsive Potential 


Dj TRAN i ree aL (7) 


wo D, die radiale Elektronendichte der Rumpfelektronen mit der Nebenquanten- 
zahl 1 ist. 


Es ist zweckmissig, das elektrostatische Potential des Atomrumpfes in 


folgender Form zu schreiben : 


gee ALS dt ree edd p 
eet 


Tr 


(8) 


Hier wurde das Coulombsche Potential des z-fachen positiven Téee abgetrennt 
und das (exponentiell verlaufende) nicht-Coulombsche Potential des Ions geson- 
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dert geschrieben. In der vorliegenden Abhandlung wurden zur Berechnung der 
Gin. (7) und (8) die von Manninc und MiiiMann mit der Methode des »self- 
consistent field« bestimmten Eigenfunktionen benutzt [4]. 

Auf Grund der obigen Darlegungen ist also das in die Gl. (3) einzusetzende 
effektive Potential : 


Gat ee aera Sas 
rf Tr 
702 1 ) 
ea 5 D? " 
yp ea hems 9 ate eee 


Im Laufe der Berechnung ist es vorteilhaft, auch die sich im Laufe der Separation 
der von den Winkeln abhangigen Gleichung ergebende potentielle Energie als 
die Resultierende eines Potentials aufzufassen, also das auf das Valenzelektron 
wirkende effektive Potential in der folgenden Form zu schreiben : 


©, — U, en FD 24 (v-= 


2 r? T T 


2 [ae Lileioal: be 
ae 7? — ety ey koe J 


—€,— 1) 
8 (21 + 1)? are 27 


In den Figuren 4 und 5 sind die effektiven modifizierten potentiellen 
Energien dargestellt, die sich auf die im Felde des W°*-Ions befindlichen Valenz- 
elektronen mit der Nebenquantenzahl s und d beziehen. Aus diesen Figuren 
ist ersichtlich, dass die potentiellen Energien von einem Wert von r= 1,4a) 
bis zu einem Wert von r = R, d.h. bis zum Radius der Elementarkugel (der 
beim metallischen W im Gleichgewichtszustand R= 2,94a, ist) zum aller- 
gréssten Teil einen glatten Verlauf haben. In der Nahe des Atomkernes zeigen 
die modifizierten potentiellen Energien starke Schwankungen, doch wird unsere 
Berechnung dadurch nicht beeinflusst, weil sich diese Schwankungen bloss auf 
einen kleinen Teil des Volumens der Elementarkugel erstrecken und weil die 
| Abweichungen vom Durchschnittswert der potentiellen Energien in positiver 
und negativer Richtung praktisch gleich gross sind. Angesichts des glatten Ver- 
laufes der Kurven der potentiellen Energien liegt der Gedanke auf der Hand, 
diese im erwahnten Bereich durch eine Konstante zu approximieren und die 
Gl. (3) mit Hilfe der Stérungsrechnung zu lésen und dabei von dieser Konstante 
| auszugehen [9]. 

Es sei daher nach GomsAs das mittlere modifizierte Potential eingefihrt, 
das wie folgt definiert wird : 7 


1 ral 
| Di dQ. (11) 
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Fig. 4. Die sich auf das im Felde des We? kone befindliche atae ie beziigliche modifizier te 


_potentielle VEE und ihr Mittelwert bei R = 3,4a,. Die Energie in—— ~ -Kinheiten, r in a,- 


heiten 
10 x 
i - : » 
aoa : hae Se 

g + eda ss ae 

ge) ete +3 F 28 
a ne : ies ii 

‘i 7 cE ly “f | 4 rf atom = bbe Ree oo = 4 bs Pures ie * aa oe ae ihe 


as see me 
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Hier ist 2 das Volumen der Elementarkugel, und die Integration ist tiber diese 
zu erstrecken. Auf Grund der Gl. (10) erhalt man einfach 


@ ma Be | 3e 322 , il sya! 3 L(l-- 1) 
ee ee a a ae 
wo 
cr ey 22 ees r 
Tz = — ! -=| ridr und Ii =" | D} 7? dr. (13) 
5 J \ r (21+ 1)? 


In den Integralen I; und I, wurde die Integration bis r = vo erstreckt, weil 
der Integrand bei zunehmendem r sehr rasch, exponentiell Null zustrebt und 
am Rand der Elementarkugel praktisch den Wert Null annimmt. Die auf Grund 
der Methode des self-consistent field« berechneten Werte dieser Integrale sind 
in der Tabelle I zusammengestellt. In die Fig. 4 und 5 wurden auch die Durch- 
schnittswerte der effektiven modifizierten potentiellen Energien fiir den Wert 
R = 3,5a, eingezeichnet. (Die Gitterenergie zeigt in der Umgebung dieses Ortes 
ihren minimalen Wert.) Aus den Abbildungen geht hervor, dass der Durch- 
‘schnittswert die potentielle Energie von etwa r = 1,4a) angefangen bis r = R 
gut annahert. Dieser Bereich entspricht ungefahr 90% des Volumens der Elemen- 
tarkugel, was bedeutet, dass die potentielle Energie praktisch innerhalb der 
ganzen Elementarkugel durch den Durchschnittswert approximierbar ist. Wie 


erwahnt zeigt die potentielle Energie in der Nahe des Kerns grosse Schwan- 
kungen, doch sind die Abweichungen in positiver und negativer Richtung 
praktisch gleich gross. Letzterer Umstand gilt mehr fir das s-Potential als fiir 
das d-Potential. 

Nunmehr ist es méglich, auf die naherungsweise Lésung der Gl. (3) iiber- 
zugehen. Nach Gomsis sei das Potential ©, in der folgenden Form gescbrieben 


D ae @} ae P > 

wo y = ©, — O; auf Grund der vorstehenden Ausfihrungen im iiberwiegenden 
Teil der Elementarkugel als Stérung aufgefasst werden kann. Fiihrt man die 
Substitution f,, = rRp; ein, so gestaltet sich die Gl. (3) nach Einsetzung der 
Gl. (12) folgendermassen: _ 
d? nl 
dr® : 
Nach der Substitution y = 0 lassen sich nun die Eigenfunktion und der Eigen- 
wert in nullter Naherung berechnen. Nach Umordnung erhalt man dann fol- 


gende Gleichung : 


1 
— — e* dy 


wens [2; a. | fri = Enifnt . (14) 


Ott a fat = 0 (15) 
dr? 
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2 e 
ba (ce) 4 En) (16) 
ée ‘ 


a 


Die Lésung der Gl. (15) lautet (der Index n wird im weiteren weggelassen) : 


f. = Arsin (ki7) , (17) 
d. h.* 
R. ee A, sin (k, r) ; (18) 
Tr 


Die Normierungskonstante A, der Kigenfunktion lasst sich ohne weiteres aus 
der Gl. (1c) ermitteln. Man erhalt namlich 


1/2 
Ay = |2R— sin 2h (19) 


I 


Die Eigenfunktion hat die sich aus der periodischen Natur von uy ergebenden 
Randbedingungen zu befriedigen. Im Falle von s- und d-Elektronen, also am 
unteren Rand der s- und d-Bande, muss folgende Bedingung erfillt werden 


eau eet = 0,2) (20) 


Aus der Gl. (20) folgt sofort 
ki = 0, (i = 0,2) (21) 
und so erhalt man fiir den Energieeigenwert am unteren Rand der Bande 
E; = —e®}, (I = 0,2) (222) 
und fir die Eigenfunktion 
R, = 2-12, (i = 0,2) (226) 


Die Eigenfunktion und der Eigenwert wurden nun in nullter Naherung bestimmt. 
Der Eigenwert ist in erster Naherung 


a . ; 
B= E+ | RipdQ=E} + | (9) a0=8h, (1=0,2) (23) 


* Die entsprechende Lésung mit dem Kosinus sei hier ausgeschlossen, weil cos Cl 
r 


im Anfangspunkt nicht endlich ist. 


~~ 
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was bedeutet, dass sich die Energiestérung erster Ordnung, wenn man das 
Stérungspotential auf die obengezeigte Weise definiert, zu Null ergibt, dass 
also die Gl. (22) den Energieeigenwert in erster Naherung liefert. 

In Fig. © sind die Energien des unteren Randes der s- und d-Banden auf 
Grund der Gl. (22a) als Funktion des Radius R dargestellt. Die Energienkurven 
zeigen den aus den Berechnungen der Elektronenstruktur der Metalle (vgl. 
z. B. [10]) wohlbekannten charakteristischen Verlauf. Der wichtigste Schluss, 
der aus der Zeichnung gezogen werden kann, ist, dass in der Umgebung des 


“30 
Fig. 6. Die Energien des unteren Randes der s- und d-Banden als Funktion von R. 


2 
Die Energien in —— -Einheiten, R in a,-Einheiten 
a 
0 


Ortes R = 3,4a, der untere Rand der s-Bande tiefer liegt. Dieser Umstand soll 
noch bei der Berechnung der Gitterenergie beriicksichtigt werden. Bei R = 3,4a, 
betragt die Entfernung zwischen dem unteren Rand der beiden Banden ungefahr, 
5,5 eV. Schliesslich sei nochmals darauf hingewiesen, dass bei der Berechnung 
‘der Gl. (22) die elektrostatische Selbstenergie der Valenzelektronen und die 
‘Austausch- sowie die Korrelationswechselwirkungen vernachlassigt wurden. 
Die Beriicksichtigung dieser Wechselwirkungen wiirde zwar zur Verschiebung 
‘der in Fig. 6 ersichtlichen Kurven nach den positiven Energien hin fihren, 
aber keine Veranderung in der gegenseitigen Lage der s- und der d-Kurve ver- 
ursachen (solange die Eigenfunktionen der Valenzelektronen ebene Wellen sind). 


4. Die Berechnung der Gitterenergie 
und der mit ihr zusammenhangenden Konstanten_ 


Es sei das untersuchte Metall in Bereiche von Volumen V aufgeteilt, wobei 
jeder Bereich n Elementarzellen enthalten soll. Wenn also das Volumen der 
Elementarzelle Qist, dann ist V = nQ. Da sich im Bereich V eine Zahl von n 
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Metallionen befindet und die Zahl der Valenzelektronen je Ion z betragt, so ist 
die Zahl der Valenzelektronen im betreffenden Bereich N = nz. Im folgenden 
sei die Integration iiber das Volumen V mit f dr und die Integration iiber die 
Elementarzelle bzw. Elementarkugel mit } dQ bezeichnet. Die Eigenfunktion 
W der Valenzelektronen sei in Form einer aus Einelektroneigenfunktionen auf- 


gebauten Determinante wie folgt geschrieben : 


| ga (qi) 91 (2) --- ++ Pa (qn) | 

Pa Al (24) 
bets = val 
| Pn (qx) Pn (G2) --- + - PN (GN) | 


Hier ist A eine Normierungskonstante, y;(q) die Einelektroneingefunktion des | 


i-ten Elektrons, wahrend q fiir die drei Raumkoordinaten (t) und fiir die Spin- 
variable (c) steht. y(q) sei als Produkt der von den Raumkoordinaten abhan- 
gigen Eigenfunktion z(t) und der Spinfunktion 7;(c) geschrieben : 


Pi (Q) = ¥,() 1: (©) » (25) | 


wo {; der sog. Ausbreitungsvektor des i-ten Elektrons ist. Die Funktionen 


Y(t) sind Wellen vom Blochschen Typ : 


pe; (t) = nt? uz, (t) eH" , (26) 


die folgenderweise normiert sind : 


§ |v, 2ae =1, (27) 


woraus folgt, dass 


J | ue, 2?dQ=1 (28) 


sein muss. An die Funktionen y, wird die Forderung gestellt, dass sie fur den 
Bereich V periodisch seien. Hieraus folgt, dass die Komponenten der Vektoren 
f; nicht beliebige Werte annehmen kénnen, sondern dass die méglichen Werte 
ihrer Komponenten von den folgenden Gleichungen vorgeschrieben werden : 


27 27 2% 
kyj == 7 4 ky; = Beate ’ k,; = Satie ° (29) 5 


4 
(Hier wurde vorausgesetzt, dass der Bereich V wiirfelférmig, mit einer Kanten- 


lange L ist.) Die Gréssen n,;, ny;, n,; sind positive oder negative ganze Zahlen 
oder Null. 


i 
. 
: 
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Der Hamiltonoperator des Problems lautet : 


(30) 


Hier bezeichnet 4; den durch die Koordinaten des i-ten Elektrons ausgedriickten 
Laplaceschen Operator, rj; die Entfernung zwischen dem i-ten und dem j-ten 
Elektron, {ry — ty,| die Entfernung zwischen dem Zentrum der zwei Tonen des 
Metalls ; die mit den Indizes i und j bezeichneten Summierungen sind auf simt- 
iche Valenzelektronen im Bereich V zu erstrecken und die mit den Indizes N 
und N’ bezeichneten Summierungen auf samtliche Ionen des Bereiches V. Das 
Potential D; hat folgende Bedeutung : 


= 2 %.(\ti—twl)» (31) 


wo @,(|t; — ty|) das in der Form der Gl. (10) geschriebene effektive Potential 
des Metallions mit dem Zentrum ty durch die Koordinaten des i-ten Elektrons 
ausgedriickt ist und wo die Summierung wieder auf samtliche Ionen des Bereiches 
V erstreckt zu werden hat. (Es ist ersichtlich, dass das von jedem Ion herriithrende 
Potential als kugelsymmetrisch angenommen wurde.) Das letzte Glied der Gl. 
(30) driickt die wechselseitige elektrostatische Energie der Metallionen aus, 
nter der Annahme, dass sich die Atomriimpfe nicht tberlappen und infolge- 
essen aufeinander so wirken wie punktformige Ladungen. Setzt man die Gln. 
(24) und (30) in den Schrédingerschen Energieausdruck ein und bericksichtigt 
man die auf den Bereich V beziigliche orthogonale und normierte Natur der 
Einelektroneigenfunktionen, so gelangt man zu [11] 


B=2 5 [ot jad — oo ly dt + 
f 


e lye (e’) Fl ye @’) Po gee 
CL oe {J du’ dt ae 


= gaa 


, * pn K (y/ ad 
Py ss i{ we (t’) ve (t”) ve (’) Pe (ya 
[+r 2 jr — et" 


22 e 


a 
Ha 2 es tee tae | 
Hier ist die auf { und f' beziigliche Summierung auf simtliche im Bereich V 
befindliche Valenzelektronen mit parallelem Spin zu erstrecken, wobei sich die 
Faktoren 2, 4 und 2 aus den auf den Spin beziiglichen Summierungen ergeben. . 
(Der Index i der Operatoren A; und ®; sowie der Funktionen ;, wurde weg- 


gelassen.) 
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Bevor wir weitergehen, soll erst die konkrete Form von yp, und @ bestimmt | 
werden. Hinsichtlich der Funktion », sei eine Approximation eingefihrt, und| 


zwar sel: 


vr (t) =n 1? uy (t) et, (33)| 


wo uy die zur Wellenzahl Null gehérige Form von u, bedeutet. Die Form von| 
uy ist bereits im 3. Kapitel sowohl am unteren Rand der s- als auch der d-Bande}| 
bestimmt worden. Im 3. Kapitel war auch zu sehen, dass von den unteren| 
Randern der beiden Bande der untere Rand der s-Bande tiefer liegt. Setzt man| 
nun anstelle von u, das im 3. Kapitel fir den unteren Rand der s-Bande erhal- } 
tene Ergebnis ein, so hat man 

1 


ie ) 
ae ito = ltt i 
Wy; (t) = ONE e ae elit, (34) | 


Wenn man also fiir die Eigenfunktion der Valenzelektronen die Naherung (33)| 
benutzt, lasst sich die Eigenfunktion auf Grund der im 3. Kapitel erhaltenen | 
Ergebnisse in Form einer ebenen Welle schreiben. Was die Form des Operators | 
® anbelangt, so ist es offensichtlich, dass in die Gl. (32) das auf das Valenz- 


1 
elektron mit der Kigenfunktion }; = “a Uo (t)e#* wirkende effektive Potential | 
n 
einzusetzen ist. Da u,(t) im Sinne der vorstehenden Ausfiihrungen die Eigen- 
funktion des sich am unteren Rand der s-Bande befindlichen Elektrons ist, | 
wird in den Ausdruck fiir ® die zu 1 = 0 gehérige Form des Potentials (10) | 
geschrieben, d. h. / 


®= 3 O.(1t—twl) = S14 [Ven— 2] = 


na 
— ed oe D2 (rx) — ea 


a eee Lae (35) 
Agra 
(ry =|t—tyn|). 

In Verbindung mit der Gl. (35) sei bemerkt, dass das vom Ion mit dem Zentrum 
ty resultierende repulsive Potential nur innerhalb der Elementarzelle (bzw. 
Elementarkugel) mit dem Zentrum ry auf die Valenzelektronen einwirkt, 
dagegen innerhalb der Elementarzelle (bzw. Elementarkugel) mit dem Zentrum 
ty(N ~ N) keine Wirkung auf die Valenzelektronen ausiibt [1b]. 

Wenn die Eigenfunktion der Metallelektronen von der Form (34) ist, 
lasst sich die in der Gl. (32) vorkommende auf f{ beziigliche Summierung auf 
folgende wohlbekannte Weise ausfihren. Laut der Gl. (29) kénnen die Kompo- 
nenten von f nur bestimmte Werte annehmen. Im Sinne des Pauliprinzips ist 
jeder durch (n,, ny, n,) gekennzeichnete Zustand durch ein Elektron besetzt. 
Die Summierung iiber den Spin wurde gesondert in der Gl. (32) ausgefiihrt. 
Ks sei nun ein rechtwinkliges Koordinatensystem betrachtet, auf dessen Achsen 


— 
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dy, n, und n,; aufgetragen werden. Im Raume dieses Koordinatensystems ent- 
ppricht jeder durch eine ganze Zahl charakterisierte Punkt einem Elektronen- 
yustand. Bei einer Temperatur am absoluten Nullpunkt besetzen die die Elektro- 
nenzustande charakterisierenden Zahlen offenbar eine den Anfangspunkt des 
Aoordinatensystems (n,, n,, n,) umschliessende Kugel. Es sei ieee ny +n, =n’. 
Die Zahl der zwischen n und n + dn fallenden Zustiande betragt 4a n*dn. In 
diesem Fall ist die Zahl der zwischen k und k + dk fallenden Zustande 42n2dn = 
= (L3/27?) dk. Es ist also 

Ky 


| f (k) ke dk . (36) 


0 


[3 


72 


2 Sf (k) > 
t 


Hier ist k, die auftretende maximale Wellenzahl, die mit dem auftretenden 
aximalen Impuls p,, in folgender Beziehung steht : 


2% 
ky, = pee : (37) 
Speziell, wenn f(k) = 1, dann ist 
Vii 
2 Sf) > — Sh =Neam, (38) 
f Lh 
oraus 
N 
ks = 322 a — 328 5 (39) 
nd 
1 (3 \12 x 1/2 
=—|—| Aj—]| . 40 
Pu 9 ee a (40) 


Uber die Verteilungsfunktion der Valenzelektronen sei noch folgendes 
emerkt. Im 2. Kapitel wurde festgestellt, dass die Zahl der Valenzelektronen 
in jedem Atom 6 ist, was bedeutet, dass diese Elektronen (genauer gesagt, ihre 
ildpunkte) im Impulsraum nicht nur die erste Brillouinsche Zone ausfiillen 
werden, sondern dass es auch Elektronen geben wird, deren Bildpunkte in der 
. und 3. Zone liegen werden. An diesem Punkt sei die Annahme eingefihrt, 
dass sich die zu den Brillouinschen Zonen gehérigen Energiebanden beim metalli- 
schen Wolfram — wie bei den Metallen im allgemeinen — tberlappen, d. h. 
dass zwischen den zu den einzelnen Zonen gehérigen Energiebanden keine 
verbotene Energiebande sein wird. Bezeichnet man die Zahl derjenigen Elektro- 
nen, deren Energie zwischen E und E + dE fallt, mit N(E)dE, so bedeutet die 
bige Annahme, dass es in jenem Energieintervall, das die Elektronen besetzen 
erden, keinen Bereich geben wird, wo N(E) = 0 ist. Weiter sei angenommen, 
ass die wirkliche Verteilungsfunktion auch langs der die Brillouinschen Zonen 
oneinander trennenden Flachen (genauer : in dem diesen Flachen entsprechen- 
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den Energieintervall) durch die Parabel des freien Elektrons zufriedenstellend} 
approximierbar ist, in dem Sinne, dass der darchschnittliche Verlauf der wirk-} 
lichen Verteilungsfunktion, obwohl sie hier Schwankungen zeigt, durch die} 
Parabel des freien Elektrons angenahert werden kann. Die Bildpunkte der 
Valenzelektronen fiillen also im Impulsraum eine Kugel aus, deren Zentrum 
der Anfangspunkt des Impulsraumes ist und deren Radius dem auftretenden} 
maximalen Impuls P,, gleich ist. 

Nunmehr ist es bereits ohne weiteres méglich, die Gl. (32) auf eine fur 
- die weiteren Berechnungen geeignete Form zu bringen. Bei Beriicksichtigung} 


der Gln. (34) und (35) ist es leicht einzusehen, dass sich E in folgender Gestalt| 
schreiben lasst [12] : ) 


- 5 ea,4—eP,|y,d 2+ 


E=2>n| i 
£ 


2 < ww 124 zi " = | 
snes Se ve(e) Five O°)! gordon — (41)| 
— ee ny 
Se |r’ —r" | ) 
2 ‘ , * "” * (y/ ; " 
_evyve (ee 
maze aaah 


Die Integration im ersten und zweiten Glied des vorstehenden Ausdrucks ist} 
auf die das Metallion umgebende Elementarkugel zu erstrecken. Die einzelnen 
Energien kénnen ohne Schwierigkeiten berechnet werden. Bei Beriicksichtigung) 


der Gln. (34), (35), (36), (38) und (39) erhalt man 


uM 
2nd |v [- stad yd@Q=nxKoe8Q, 


wo 0= ao und Va (3.2c7)?e? a, 


Q 


2m S| |vrlt (— 0) 42 = — neo) [= a+ 


2 red 
+ | [Vy ~2)ae— ecg 4 { Dtao — et (2g ; 
r ae A es ee ae (42) 


. 2 r) |2 ny |2 2 2 
Ay Sie ivr (v’) | bye (c”) | dQ’ dQ" = Bison 
PP fete a ihe tar a 


° 
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\Es seien die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt : 


Ex Bu e®'3 0 2 E, a sf ~ se ’ E,=-— Hq 043 Q ? 
Sy day Z 
W.=— eo ad | We = — eo | [y—\ae, (43) 
r p ey 
é wT . ¢ Veerometl 
Wy. =e? eee da Dele e coe pe 
K cage | = | Dd rey ae 
‘In dieser Bezeichnung ist die Energie des Gitters 
E=n(Ex+E,+£,+W,+We+W2a). (44) 


‘Den durch die Gln. (43) ausgedriickten Energien kann man — nach GomBAs — 
einen sehr anschaulichen physikalischen Sinn beimessen. Ex, Ec und Ey, sind 
die Selbstenergien der in der Elementarkugel befindlichen Valenzelektronen, 
und zwar der Reihe nach: Ex die kinetische Nullpunktsenergie, Ec die elektro- 
statische Selbstenergie und E, die Austauschenergie. Die Gréssen Wc, We 
und W, sind die Energien der Wechselwirkung zwischen den Metallelektronen 
und dem Atomrumpf, und zwar W¢ die Energie der Wechselwirkung zwischen 
der punktférmigen Ionenladung und den z Valenzelektronen, dann W, die aus 
dem Eintauchen der Metallelektronen in die Elektronenwolke der Ionen her- 
rihrende elektrostatische Wechselwirkungsenergie und schliesslich Wx die aus 
dem im vorstehenden eingehend besprochenen repulsiven Potential resultierende 
Energie. 

Der obige Ausdruck der Gitterenergie ist noch zu erganzen, und zwar 
einesteils durch die Korrelationsenergie der Metallelektronen und anderenteils 
durch die Energie der Austausch- und Korrelationswechselwirkung zwischen 
den Metallelektronen und dem Atomrumpf. Diese. Energien kénnen nach 
GomsAs sofort wie folgt geschrieben werden [la], [1b] : 


2 
Ey = “\- 0,0172 z-— — 0,0577 24/3 e? = ; (45) 
a R 
f 4 1/ 4'3 
Ae ahi CO 03 dQ + x,04 dQ ? (46) 
ree Ty Dele ; 
Ww = n0,13 W . (47) 


In der Gl. (46) bezeichnet g, die Elektronendichte des vollstindigen Atomrumpfes. 
Uber die Bedeutung des die obere Grenze der Integration bezeichnenden r, sei 
auf die zitierte Arbeit von GomBASs verwiesen. 7 
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Die auf eine Elementarkugel entfallende Gitterenergie lasst sich auf Grund 
der Gln. (43), (44), (45), (46) und (47) leicht anschreiben. Nach Durchfithrung; 


der Integrationen gelangt man auf vollig analoge Weise wie in den angefihrten} 


Arbeiten von GoMBAS zu 


U = Ex + Ect Ex,t+Ewt+Wcet Wer WatWwtWr= 


(48) | 


wo die Gréssen A; die folgenden von R unabhangigen Konstanten bezeichnen:) 


ae 
A, = — 0,0172 z— , 
9 

9 4/3| 92 
Ay=— z2 + 0,5159 24/3) e* , 

10 

; 3 : 49 
A,= {1,105 ele ra e" ay » (49) | 


e* 


Az= — 32 


aL ; 


A,= 1,134 243 e. 


Hier sind I; und I; bei der Gl. (13) definiert worden. Die Bedeutung von Tai 
und a ist folgende : 


1/3 
I,= Ae ( 0'3 r? dr und oS ae Pat (50) 


3 2 nN ee 
Der Gleichgewichtszustand wird durch den minimalen Wert von U gekenn- 


zeichnet, dort ist also 
ea £08 (51) 
dR |r=Ry 


Berechnet man aus dieser Gleichung Rj, den Radius der Elementarkugel im 
Gleichgewichtszustand, und setzt ihn in die Gl. (48) ein, so gewinnt man den 
Wert der Gitterenergie, der im Gleichgewichtszustand mit U, bezeichnet werden 
soll. Kennt man den Ausdruck fiir die Gitterenergie, dann kann man die Formel 
fiir die Kompressibilitat x des Metalls sofort wie folgt bilden : 


Weaegs lot ya i 
a (52) 
d R? R 

4 


noe 127% Ro 
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| Einen Vergleich zwischen den berechneten und den empirischen Werten von 
i T ° . 
/Ro, Uy und x bringt die nachstehende Tabelle. 


Tabelle I 


’ erte er in Oo £ £ r 1 K zp , s S1I in f re e 
W 1 d der Vv rliezenden Arbeit be eck neten onstanten Die Gros en id I olg nd on 


in 


-10-" 


. . ee : : m% Oe ne Fe = : : 
Einheiten zu verstehen: die Integrale in ao, Up in eV, Ro in ap, und % in 


Ry 3 | Uy | U Ee Pa 
berechnet empirisch berechnet | empirisch berechnet empirisch 
/ | 
ae 2,94 | —187,7 | — 196,2 | 0,265 0,324 
| 
Sek ee. Ro—Remp iol 
Uemp R, xemp 
70 % % 
} 
4,3 19,7 18,2 


5. Diskussion 


Der Absolutwert der Gitterenergie setzt sich aus der Sublimationsenergie 
des Metalls und aus der Summe der Ionisationsenergien der Valenzelektronen 
zusammen. Die Sublimationsenergie des Wolframs betragt S = 9,1 eV [13]. 
Von den empirischen Werten der Ionisationsenergien steht nur der Wert der 
ersten zur Verfiigung: J, = 7,94 eV [14]. Der Wert der zweiten lonisations- 
energie wurde von uns mit Hilfe der von SLATER angegebenen halbempirischen 
|Methode berechnet: J, = 11,13 eV [15]. Die dritte bis sechste Ionisations- 
energie wurde von Lisitzin auf Grund der fiir die ttbrigen Elemente bekannten 
Tonisationsenergien ermittelt [16]. Demgemiss ist also : 


PN ee CR Vee UE itt ace NE 
K+ 


_ 


Beziiglich des Fehlers des hier fiir die Summe der Ionisationsenergien angege- 
benen Wertes sei erwahnt, dass nach LAnpott—BornstE1In die Abweichung 
der von Listrzin berechneten Angaben von den wirklichen Werten im Durch- 


5 Acta Physica VII/2. ~~ 
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schnitt +3°% betragt. Auch der Srarersche Wert diirfte nicht starker vom wirk- 
lichen Wert abweichen. Auf dieser Grundlage kann man annehmen, dass auch 
der Fehler des fiir die Summe der Ionisationsenergien angegebenen Wertes 
nicht grésser als -+-3°/, sein wird, was bei 187,1 eV einen Wert von 5,61 eV 
ausmacht. Der empirische Wert von R ist Romp = 2594d9 [17], wahrend sich 


der von x auf %,,, = 0,324 (cm2/din) 107 belauft [18]. Dies ist der auf den | 


Druck Null beziigliche Wert. Um den berechneten Wert mit dem empirischen 


vergleichen zu kénnen, miusste man auf Grund der empirischen Werte auf | 


T = 0° extrapolieren. Da aber die zur Verfiigung stehenden zwei Werte (bei 
T = 303° und T = 348°) miteinander tbereinstimmen, gibt die Extrapolation 


keinen neuen Wert, so dass der berechnete Wert mit diesem verglichen wurde. | 
Die Uhereinstimmung der zwei Messangaben weist darauf hin, dass * nur | 


unwesentlich von der Temperatur abhangt. 


In der Tabelle I wurden dié von uns berechneten Werte der wichtigsten | 
von der Struktur nicht abhingigen Konstanten zusammen mit den bekannten | 


empirischen Werten zusammengestellt. (Der sich aus der nicht genauen Normie- 


rung der in den Integralen vorkommenden Eigenfunktionen ergebende Fehler | 


ist nicht grésser als -£:0,5%; d. i. £0,9:eV.) Es ist ersichtlich, dass der Wert | 


der berechneten Gitterenergie innerhalb 4,5%, mit dem empirischen Wert iiberein- 
stimmt, was als recht zufriedenstellend anzusprechen ist. (Wenn man beriick- 
sichtigt, dass der Fehler des fir YI, angegebenen Wertes héchstens +3% 
ausmacht, dann ist ersichtlich, dass sich der Fehler im Wert der Gitterenergien 
zwischen den Grenzen von 1,5 und 7% bewegen wird. Bei den von GomBAS 
mit dem Potential G vorgenommenen Berechnungen betragt der Fehler im 
Wert der Gitterenergie beim metallischen K 2,3% und beim metallischen Cu 
5,4%.) Ebenfalls befriedigend ist die Ubereinstimmung zwischen den berech- 


: 


neten Werten von R, und ~ einerseits und den betreffenden empirischen Werten 
andererseits. Fiir die Sublimationsenergie ist ein Vergleich zwischen berechneten 


und empirischen Werten nicht méglich, weil der Fehler des fiir die Summe der 
Ionisationsenergien angegebenen empirischen Wertes in die Gréssenordnung der 
Sublimationsenergie fallt. Hier sei bemerkt, dass der Fehler im Werte der 
Gitterenergie, wenn man ein gutes Ergebnis fiir die Sublimationsenergie erhalten 
will, nicht grésser als -+1% sein darf, weil S, obwohl sein Absolutwert wesen- 
tlich grésser als der der Alkali- und Erdalkalimetalle ist, bloss 4,6% von U 
betriigt, was bedeutet, dass eine 1%-ige Schwankung im berechneten Werte 
von U eine etwa 25%-ige Schwankung im Werte von S verursacht. Bei den 
Alkalimetallen macht S etwa 20% von U aus, dort ruft also eine 1°%-ige Schwan- 
kung von U einen wesentlich kleineren Effekt im Wert von S als hier hervor. 

Es seien nun kurz die wichtigsten im Laufe der Berechnung durchgefihrten 
Vereinfachungen zusammengefasst. Diese sind folgende : : ae 

1. Die Verteilungsfunktion der Elektronen wurde auch lings der die 
Brillouinschen Zonen trennenden Flachen als Parabel angenommen. — 
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2. Die effektive Masse der Metallelektronen wurde zu 1 angenommen. 

Ks ist offenbar, dass beide Annahmen eine starke Einschrankung bedeuten. 
nwieweit diese Annahmen die wirklichen Verhialtnisse approximieren, lasst sich 
durch Folgerungen aus den Ergebnissen feststellen. Das von uns fiir die Gitter- 
nergie, fiir die Gitterkonstante und fiir die Kompressibilitat erhaltene Ergebnis 
zeigt, dass die wirkliche Verteilungsfunktion der Elektronen héchstwahrschein- 
ich so beschaffen ist, dass sie auch lings der die Brillouinschen Zonen trennenden 
“lachen durch eine Parabel angenahert werden kann (in dem im 4. Kapitel 
.usfiihrlich beschriebenen Sinn). Es ist jedoch Klar, insbesondere bei dem fir 
die Gitterkonstante erhaltenen Wert, dass die wirkliche Verteilungsfunktion 
mit der Annahme 2. nicht im Einklang steht. Der fiir die Gitterkonstante erhal- 
sene allzugrosse Wert weist namlich darauf hin, dass sich bei einer strengeren, 
weniger Vereinfachungen enthaltenden Berechnung fiir die Gitterkonstante 
wahrscheinlich ein kleinerer, fiir die Gitterenergie ein tieferer Wert ergeben 
wiirde, und zwar infolge des Umstandes, dass die Verteilungsfunktion der 


etallelektronen zwar in guter Naherung als Parabel betrachtet werden kénnte, 
ass aber in die Verteilungsfunktion die effektive Masse m* der Metallelektronen 
ingesetzt werden miisste, fiir die man offenbar den Wert m* > 1 erhalten 
iirde. Aus den Ergebnissen ist also ersichtlich, dass der erste Schritt der Ver- 
einerung des vorliegenden statistischen Modells die Bestimmung der effektiven 
Masse der Metallelektronen sein muss. 

Eine charakteristische Angabe der Elektronenstruktur der Metalle ist der 
ert der Verteilungsfunktion am Orte der in der Bande auftretenden maximalen 
nergie. Es lasst sich leicht berechnen, dass 


N (Ey) = 18,29-% [E, = P2/2H] 


uf Grund dieser Angabe betragt die spezifische Warme der Metallelektronen 
ach STONER [19]: 


1 5,67 


10 ANA RT = 3.791075 Te 
ea 27,20 


ier ist R die universelle Gaskonstante, T' die absolute Temperatur. Der empi- 
ische Wert betrigt auf Grund der Messungen von Macnus und Hotzmann [20] : 


Cae oe. 


ie Ubereinstimmung zwischen dem empirischen und berechneten Wert ist 
ht zufriedenstellend. Aus der Richtung der Abweichung ist erischtlich, dass 
ich der berechnete Wert, wenn in der Verteilungsfunktion der Elektronen die 
ffektive Masse des Elektrons stiinde und wenn m* > 1 ware, in die Richtung 


5* 
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Dies weist 1m Zusammenhang mit | 


des empirischen Wertes verschieben wirde. 
wiederum auf die Richtigkeit der | 


der effektiven Masse der Metallelektronen 


obigen Darlegungen hin. 
Hinsichtlich der Elektronenstruktur des metallischen Wolframs wurden | 


Manninc und CHODOROW wellenmechanische Berechnungen durchge- | 
fart [21]. Diese Forscher nahmen jedoch beziiglich der Gitterenergie keine} 
Berechnungen vor, so dass zu Vergleichszwecken nur der Wert der Bandbreite | 
zur Verfiigung steht. Die von uns ermittelte Bandbreite betragt 13,4 eV, wabrend 
Manninc and Cxoporow fiir die Bandbreite rd. 5 eV erhielten. (Der besetzte 
Teil der Bande weist diese Breite auf.) Da MANNING und CHoporow fiir die} 
spezifische Warme der Elektronen einen mit der Erfahrung sehr gut tiberein-} 
stimmenden Wert erhielten, darf angenommen werden, dass der von ihneni 


gewonnene Wert der Bandbreite den wirklichen Wert gut approximiert und} 
dbreite zu gross ist. Hier sei jedoch nochmals} 


von 


dass die von uns berechnete Ban 
bemerkt, dass sich der von uns ermittelte Wert der Bandbreite, wenn in de 
Verteilungsfunktion der Metallelektronen eine effektive Masse der Elektronent 
stiinde, die grésser als 1 ware, in die Richtung des Wertes von MANNING und 
Cuoporow verschieben wirde. 

Jum Abschluss sei noch darauf hingewiesen, dass von Morr und JonEs 
ein Modell der Ubergangsmetalle ausgearbeitet wurde [22], bei dem die Elekiro+ 
nen auf zwei Banden verteilt sind, wobei der untere Rand der einen Bande dem 
s-Typ, der Rand der anderen Bande dagegen dem d-Typ entspricht. Zu Infor: 
mationszwecken durchgefiihrte Berechnungen zeigen, dass sich diese Idee auc 
im Rahmen des statistischen Metallmodells verwirklichen lasst. Diese Berech' 
nungen sollen den Gegenstand einer zukiinftigen Arbeit bilden. 


* 


An dieser Stelle sei Herrn Prof. Dr. P. Gompds fir die Unterstitzun; 
dieser Arbeit bestens gedankt. 
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O CTATHCTMYECKON MODEM METAJIJINYUECKOLO BOJIb®PAMA 
TetCAG 
Pesrwme 


Llenb10 paOoTbI ABAAeTCA OMpefemeHHe HEKOTOPbIX TMOCTOAHHBIX, OTHOCALIMXCA K 
JIEKTPOHHOHM CTpyKType HM KoresHu BOA hpaMa C MOMOMIb1IO CTATUCTHYeCKOH MOJeIM MeTAJIIIOB. 
CyujHocTb sTOH MogeIM, KoTOpad paspaboTaHa TomOaem, COCTOMT B TOM, 4YTO 3JJIEKTPOHBI 
MeTaJiia H aTOMHbIi OCTOB paCCMaTPpHBaIOTCA OTMeNIbHO Apyr OT Apyra u B3aHMO/eHCTBHe 
Me)}Ky HHMH yuTeHO B Bue MoAMuUMpOBaHHOre NoTeHMala. Ha OcHOBe aHHbIxX OTHO- 
CHTeNbHO MeTasma W u atoma W lpesnonaraslocb, YTO YMCIO BaJICHTHBIX IIEKTPOHOB LZ =, 6. 
Tipu nomomm craTHcTM4ecKOl MOAeIM MeTAIIOB ONpeeAJIMCb QHepruu HWKHeErO Kpaw 
s ud nonoc MeTanmMuecKOrO BObpaMma, MU yCTaHOBJeHO YTO OKOJIO COCTOAHHA PaBHOBECHA, 
HMDKHHH Kpali s MOOCbI JIexKUT rayOoKe WM paccTOAHHe Me)KAY HWKHMMM KpaximMi ABYX 
mosoc, pH Napamerpe pelieTKH, COOTBETCTBYIOUIeli PaBHOBeCHOMY COCTOAHMIO MpHMepHo 
5,5 eV. CoOcrBeHHble yHKIMM 9ICKTPOHOB METAaJIJIa 3aTIMCaHbl B opMe TOCKOH BOSHEI UM 
MpesMo0N10xKeHO OTHOCHTEIbHO yHKUMM paciipeeteHHA, YTO MODKHO ee TIpHONM)KeEHHO 3ame- 
HUTb Mapabon0l CBOOOAHbIX IJIEKTPOHOB AadKe MB oOmacTH 9Heprun, cooTBeTrcTBylomleH n0- 
BepXHOCTHAM, Pa3eAIOWIMM 30HbI Bpusmrosna. Ha ocnope TaKHX yCOBUH, BbIMMCIeHa IHCpruA 
PewleTKM, MapaMmeTp pellleTKH, MH CXKHMACMOCTH METAJIA, yCTaHOBJIeHO, 4YTO pacueTHble 3Ha- 
YHA JOBOAbHO XOPOUIO COracylOTCA C IKCHEPHMCHTAJIbHbIMH [aHHbIMH. Kpome 9T0ro BbIuH- 
CreHa UM TeMsIOCEMKOCTb JICKTPOHOB MeTAaJINAa; pacueTHOe HM OMbITHOE 3HAYCHHA MW 3eCb XOPOWo 


Copriayair. 


DIE STATISTISCHE THEORIE 
DES ATOMKERNS 


IV. Teil 
Von 


P. Gompids, P. Sz&pFALUSY und E. MAcori 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 10. I. 1957) 


Es wird untersucht wie die im Teil I erhaltenen Resultate, die wir auf Grund einer reinen 
} skalaren Yukawaschen Wechselwirkung zwischen den Nucleonen erhielten, von der Reichweite 
' dieser Wechselwirkung abhangen. Wie sich zeigt, konnen die im Teil I erhaltenen Resultate 
h = die Variation der Reichweite im Verhaltnis zu den empirischen nur wenig verbessert 
) werden. 


| 

In den vorangehenden Arbeiten! Die Statistische Theorie des Atomkerns |, 
TI und III wurde eine statistische Theorie des Atomkerns entwickelt, die sich auf 
die Voraussetzung griindet, dass die Bindungskrafte zwischen Neutronen und 
Protonen Austauschkrafte vom Majoranaschen Typ und weiterhin die Bin- 
dungskrafte zwischen Neutronen und Neutronen einerseits sowie zwischen 
Protonen und Protonen andererseits spinabhangige Krafte seien. Zwischen den 
Nucleonen wurden verschiedene Typen einer reinen skalaren Wechselwirkung 
herangezogen. Die ausfihrlichsten Berechnungen wurden fiir den Fall einer 
Yukawaschen Wechselwirkungsenergie zwischen den Nucleonen durchgefiihrt, 


die folgende Form hat 


fp iy eg , (1) 
jer 


wo t und r’ die Ortsvektoren der beiden Nucleonen bezeichnen und y eine 
Kopplungskonstante ist; 1 bedeutet eine weitere Konstante, die nach der 
Yukawaschen Theorie mit der durch 27 dividierten Comptonschen Wellen- 
lange der a-Mesonen gleich ist ; es ist also 


ees (2) 
22 M,c 


To 


1P. Gomsds, Acta Phys. Hung. 1, 329, 1952 im folgenden als I zitiert; P. GomsAs, 
Acta Phys. Hung. 2, 223, 1952 im folgenden als II zitiert ; P. GomBAs, E. MAcort, B. MoLnAr 
u. E. $zano, Acta Phys. Hung. 4, 267, 1955 im folgenden als III zitiert. Man vel. auch P. GomBAs, 
Ann. d. Phys. (6) 20, 223, 1952; 12, 155, 1953 ; P. Gomsis, E. MAcort, B. Motnar u. E. Szano, 


‘Ann. d. Phys. (6) 16, 93, 1955. 
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wo h die Plancksche Konstante, c die Lichtgeschwindigkeit und M, die Masse 
der a1-Mesonen bezeichnet. Wenn man fir M, den zur Zeit der Du rchfiihrung 
der Berechnungen von I bekannten genausten Wert von 285 Elektronenmassen 
einsetzt, so ergibt sich 


r, = 1,355: 10cm. (3) 


In I, II und III wurde mit diesem Wert von 7 g verechnet. Variiert wurde in dem 
in I, II und III zur Anwendung gelangten Ritzschen Verfahren die Nucleonen- 
dichte und die Kopplungskonstante y. 

Da durch den Ansatz (1) die tatsichliche Wechselwirkung zwischen den 
Nucleonen nur grob erfasst wird, liegt es nahe die Bedingung (2) fiir rp fallen 
zu lassen, d.h. auch ry als eine variable Grésse zu betrachten und festzustellen 
bei welchem r,-Wert die Ubereinstimmung der berechneten Kernenergien und 
Kernradien mit den empirischen optimal ist. Dies festzustellen ist das Ziel der 
vorliegenden Arbeit. 


Die Berechnungen sind an Hand der in I angegebenen Formeln leicht 
durchzufihren. Fiir r) haben wir Werte gewahlt, die in den Bereich : 


0357-105" cm = 7, = 3.0 10 em (4) 
fallen. Wir haben gefunden, dass fiir ro-Werte im Bereich 
L6G: 10cm = 7,20 Oe em (5): 


tatsachlich eine Verbesserung der berechneten Kernenergien und Kernladungs- | 
zahlen erzielt werden kann, ohne dass die in I erhaltene gute Ubereinstimmung 
der berechneten Kernradien mit den empirischen verschlechtert wird. Fiir ro- 
Werte, die ausserhalb dieses Bereiches liegen, konnte eine Verbesserung der — 
berechneten Energien und Kernladungszahlen nicht erzielt werden, sondern es. 


tritt durchweg eine Verschlechterung in der Ubereinstimmung mit der Erfah- 
rung ein. 


Die beste Ubereinstimmung mit der Erfahrung ergibt sich fir 
Vy cols LO coe exams (6) 


Fir den Wert ry = 1,7-10—8 cm sind die Resultate fiir die auf ein Teilchen_ 
entfallende Kernenergie Ey)/A und die Kernladungszahl Z zum Vergleich mit. 
den in I erhaltenen in der Tabelle 1 dargestellt. Fiir den in I eingefithrten Para- 
meter A = y/(4e)? wurde der Wert A = 3,617 gesetzt (e ist die positive Elemen- 
tarladung). In I ergab sich fir 4 der etwas gréssere Wert 4 = 4,140. Dass man 
in der vorliegenden Arbeit fiir den zur Kopplungskonstante + proporods aay 
Parameter /, einen kleineren Wert erhilt als in I, ist eine Folge dessen, dass in 


der vorliegenden Arbeit die Reichweite rj) der Kernkrifte grésser gewahlt 
wurde als in I, ; 


| 
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Tabelle 1 


prgleich der berechneten Kernenergien und Kernladungszahlen mit den in I erhaltenen und 

n empirischen Werten fiir Kerne, die fiir ein vorgegebenes A die tiefste Energie besitzen. 

»fern fiir ein vorgegebenes 4 der Kern mit der empirisch tiefsten Energie mangels experimen- 

iller Daten nicht festzustellen ist, sind die Kernladungszahlen aller stabilen Isobare angefiihrt. 

ie Kernladungszahlen der instabilen Kerne sind eingeklammert. Die Energien sind in MeV- 
Einheiten angegeben. 


——————————————————————————————— 


; | bia halts Beers pew 

| | Z EA | Z Sie) | Z ee aid 

10. | 5 6,377 5 5,972 5 6,443 
16 8 7,314 | 8 7,015 | 8 7,948 
a3. | 13 8,365 | 13 8,203 14. 8,426 
40. | 19 8,875 | 19 8,788 18 8,556 
60 28 9,146 28 9,126 28 8,752 
80 37 9,118 | 37 9,130 4c. 36k oe 
100 | 45 8,963 | 45 8,984 42; 44 ae 
120 53 8,729 | 54. 8,759 50; 52 a 
140 61 8,400 | 62 8,494 58 ol 
160 69 8,181 | 70 8,209 64; 66 8,202 
180 17 7,898 TT £2 4:90 72; 74 a 
200 84 7,601 85 7,610 80 = 
220 91 7,303 92 7,308 (86) 7,669 
240 97 7,167 99 7,014 (96) 7,496 


Eine Verbesserung der hier erhaltenen Kernenergien gegeniiber der in I 
wonnenen zeigt sich — wie aus der Tabelle 1 ersichtlich ist — fiir die leichten 
Cerne, insbesondere fiir die Massenzahlen A < 20. Fiir diese A-Werte liegen 
ie hier erhaltenen Werte fiir E,,/A etwas tiefer als die in I erzielten und appro- 
imieren somit die empirischen Werte etwas besser als die in I erhaltenen. 
‘ur die Kernladungszahlen Z entsteht — wie aus der Tabelle 1 zu sehen ist — 
air grosse A-Werte im Verhaltnis zu den in I gewonnenen Resultaten eine geringe 
Terbesserung. 

Den Kernradius R haben wir durch die schon in I benutzte vereinfachte 
nahme definiert, dass dieser zum Mittelwert von der Entfernung vom Kern 


ra | eras | (7) 


sroportional sei, wo 9 die Nucleonendichte und dv das Volumenelement bedeutet. 


ir setzten geradeso wie in I 


a 
| 

i) 
™ 


@) 
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Fir den‘ Fall rg = 1,7-10- cm ergibt sich 


R=1,27 A¥3-10-8 em. (9) 


Dieses Resultat unterscheidet sich nur unbedeutend von dem in I mit dem 
Wert m= 1.3555 10-%% cm erhaltenen Resultat R121 0 cm 
Beide fallen in unmittelbare Nahe des neueren empirischen Resultates R= 
==: 1,2 Al's 10> . cm, wahrend das dltere R= 1,42 A138 10-8 cm betragt 

Zusammenfassend lasst sich also feststellen, dass durch die Variation vo 
r) nur eine geringe Verbesserung der in I erhaltenen Resultate im vena) 


zu den empirischen erzielt werden kann. 


CTATHCTHUECKAA TEOPHUA ATOMA IV 
“Ti. FOMBAUL, 1. CEN@AJIYIIM 4 E. MATOPH 


Peswme 
Paccmorpetia 3aBMCHMOCTh pe3yJIbTATOB, BEIBeeHHEIX B pasgeme I, KoTOpble momyaH 
‘WMcb Ha OCHOBe YMCTO CKaApHOTO B3aMMONeHCTBAA JOkaBa MEXxLy HyKTeoHamn, oT oppert 


TMBHOrO paccTOAHHA STOFO pgavmonelicraun. Uccneqopanve MoKa3bipaeT, 4TO Pesyil 
rlomysenuble B I-m pasyene yyaulaloTca TOMbKO B HEOOMbUION Mepe, ECM IppeKTHBHOE 
CTOAHMe BapHMpoBaTh Ha OCHOBAHHH OMMMPHYeCKUX Pe3yJIbTATOB. mire 


wie Ee oer 
7’ Pe gee SP evan? 
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BERECHNUNG DER ELEKTRONENDICHTE 
| DES Hg**-IONS AUF GRUND EINES ERWEITERTEN 
STATISTISCHEN MODELLS 


Von 


P. Gomsis und K. LADANYI 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 14, I. 1957) 


| Auf Grund des statistischen Atommodells, in welchem die Elektronen nach der Haupt- 
juantenzahl gruppiert sind und das die Verfasser in einer friiheren Arbeit entwickelt haben, 
wird hier die Elektronenverteilung im Hg**-Ion bestimmt. 


In einer vorangehenden Arbeit! haben wir ein statistisches Atommodell 
ausgearbeitet, in welchem die Elektronen des Atoms nach der Hauptquanten- 
zahl gruppiert sind. Man kann so dem Schalenaufbau der Elektronen Rechnung 
tragen, der in Bezug auf die Dichteverteilung der Elektronen in den charakte- 
‘stischen Maxima im Verlauf der radialen Elektronendichte am Ort der einzelnen 
Elektronenschalen zum Ausdruck kommt. Dass die so gewonnene Dichtever- 
teilung der Elektronen die mit der Methode des »self-consistent field« gewonnene 
gut approximiert, haben wir in I am Beispiel der Edelgasatome Ne, Ar, Kr und 
X sowie des Rb~-Ions gezeigt. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir das Verfahren auf ein schweres Atom 
anwenden und untersuchen wie sich die Approximation der wellenmechanischen 
Resultate in diesem Fall gestaltet. Wir wahlen hierzu das Hg**-Ion, fiir das 
wellenmechanische »self-consistent field«-Berechnungen vorliegen. 

Beziiglich des Verfahrens verweisen wir auf I. Hier sei nur kurz hervor- 
gehoben, dass zwischen den Elektronenzustanden einer Elektronenschale hin- 
sichtlich ihrer Nebenquantenzahl ! keinerlei Unterschied gemacht wird; alle 
Elektronen in der n-ten Elektronenschale, d.h. in der Elektronenschale, der 
die Hauptquantenzahl n entspricht, werden also auf die gleiche Weise statistisch 
behandelt. Das Ziel ist die Elektronendichte in den einzelnen Elektronenschalen 
_ gu bestimmen, wo die Indices auf die Hauptquantenzahlen hin- 


'Q1> O2> Qs -- . 
weisen. In I sind wir so vorgegangen, dass wir die Energie der n-ten Elektronen- 


schale als Funktion von og, darstellten und g,, mit Hilfe des Ritzschen Variations- 
verfahrens aus dem Variationsprinzip bestimmten, wonach diejenigen normierten 
Dichten zu ermitteln sind, die die Energie des Atoms zum Minimum machen. 


Hierbei wurde fiir gn, so wie in I, der Ansatz 


@, Ag OD oe (1) 


1 P, Gomsds und K. LapAnyt, Acta Phys. Hung. 5, 313, 1955; im folgenden als I zitiert. 
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bo 
ot 
(=>) 


3 , Fy y : Apna a | 
gemacht, wo A,, einen Normierungsfaktor, 2, einen Variationsparamete d| 
r die Entfernung vom Kern bezeichnet. 

Da im Falle von héheren n-Werten (n = 


On eingehende Wert von m von der Hauptquantenzabl starker Vaid 5 kann,, 
und weiterhin der mit dem Ritzschen Verfahren bestimmte Dichteverlauf der} 
Elektronen in grésserer Entfernung vom Kern nur langsam konvergiert, ist es} 
zweckmassiger die Elektronendichte fiir gréssere Werte von n nicht mit dem 
Ritzschen Verfahren, sondern auf numerischem Wege zu bestimmen. Man geht| 
dann nicht direkt vom Variationsprinzip sondern von der mit diesem Aquiva-; 
lenten Differentialgleichung aus, die man nach Durchfiihrung der Variation} 
von 0, und Beriicksichtigung der Normierungsbedingungen fir Qn einfach erhalt 


und in folgender Form schreiben kann 


4) der im Variationsansatz fur 


= #44 Yo + (E+ Pné) Yr = 01 (2)| 
| 
wo e die positive Elementarladung und a, den ersten Bohrschen Wasserstoff- 
radius bezeichnet ; weiterhin ist ¢, die Energie? eines Elektrons in der n-teni 


Elektronenschale und 


Vn Ons (3) 


das effektive Potential ©, hat folgende Form 


n—1 
0, a2 6S flay 1-20 f to ay 
r fig tes Pa eet \ N |x —t’| 
(4. 
Be ea, Sn ey 1 Sn GP. 
QooiN ' re Nese 


Die Bezeichnungen sind dieselben wie in 1. Vom elektrostatischen Potential de 
Elektronen fehlen auch hier — geradeso wie in I — die Potentialanteile. de 
Elektronenschalen, die den Hauptquantenzahlen n + 1,n + 2,... entsprechen 
da diese Elektronenschalen ausserhalb der in Betracht gezogenen Elektronen 
schale mit der Hauptquantenzahl n liegen, demzufolge ihr Potential in der i 
Betracht gezogenen Elektronenschale praktisch konstant ist, also den zu bestir 
menden Dichteverlauf nur wenig beeinflusst.® 


> Dies ist nur im Falle der aiussersten Elektronenschale (Elektronenschale mit dem grésst 
n) genau giiltig, sonst aber nicht; man vgl. hierzu den Text weiter unten und insbesonde 
Fussnote 3. 

* Bei der Bestimmung der Energie sind natiirlich auch die Potentialanteile der Elektrone 
schalen mit den Hauptquantenzahlen n + 1, n + 2,... zu beriicksichtigen. 


f 
— wel 
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Wenn man die Funktion 


Sn a Ae (5) 


sinfihrt, so lasst sich die Gleichung (1) in der Form 


Powe: Of, 
Cals ay - mi + (én + ®, e) fr = 9 (6) 


| 
| 
: MY dr? 


schreiben. Diese Gleichung ist mit den Grenzbedingungen zu ldsen, dass fh, 
fir r = 0 und r = co verschwinde. 


Fiir n = 4 und 5 wurde die Dichteverteilung der Elektronen durch Lésen 
der Gleichung (6) bestimmt; im Falle n < 4 haben wir die Dichteverteilung 
mit dem in I entwickelten Ritzschen Variationsverfahren aus dem Energie- 
minimumprinzip direkt ermittelt. 


Tabelle 1 


Werte der Parameter /4,, A, und A, in 1/a)-Einheiten 
ie 


Ay | As | As 


79,688 35,313 | 20,256 
| 


Die Resultate sind in den Tabellen 1 und 2 dargestellt und zwar sind in 
der Tabelle 1 die Parameterwerte 4,, A, und 4, zusammengestellt ; in der Tabelle 
2 sind die auf numerischem Wege bestimmten Teildichten Q, und @; als Funk- 
tionen von r tabellarisch angegeben. Die Resultate fir die Dichterverteilung 
sind zusammen mit den Resultaten der Hartreeschen Methode des »self-con- 
sistent field«! auch in den Figuren 1 bis 5 dargestellt. Die Figuren 1 bis 4 zeigen 
den radialen Dichteverlauf der Elektronen der einzelnen Elektronenschalen 
D, = 4270, als Funktion von r. In den Elektronenschalen mit n = 1,2 und 
3 stimmt unser Dichteverlauf mit dem Harrreeschen gut iiberein, in den Elek- 
‘tronenschalen mit n = 4 und besonders mit n = 5 liegt jedoch das Maximum 
unserer radialen Dichteverteilung naher zum Kern als das Hauptmaximum der 
Hartrerschen Dichteverteilung. Dies hat folgenden Grund. In diesen Fallen 
besitzt die Hartrexsche radiale Dichteverteilung neben dem Hauptmaximum 
in Richtung kleinerer r-Werte noch gut ausgepragte Nebenmaxima, wahrend 
unsere radiale Dichteverteilung nur ein einziges Maximum aufweist. Da der 
statistische Dichteverlauf iiber den wellenmechanischen hinwegmittelt, ist es 
verstindlich, dass das Maximum des statistischen radialen Dichteverlautes 


4D. R. Harrrer und W. Harrres, Proc. Roy: Soc. London (A) 149, 210, 1935. 


iw) 
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Tabelle 2 


Die Teildichten Q, und Q, als Funktionen von r. 4 und @, in 1/a3 - und r in a,-Einheiten 


r 4 r Qa r Q5 u Q5 
0,000 0,000 0,232 67,009 0,000 0,000 | 0,584 2,124 
0,004 0,000 0,248 71,853 0,008 0,000 0,616 2,305 
0,008 0,002 0,264 74,633 0,016 0,001 | 0,648 2,434 
0,012 0,013 0,280 75,300 0,024 0,004 0,680 2,507 
0,016 0,041 0,296 74,050 0,032 0,007 | 0,712 2,027 
0,020 0,100 0,312 71,228 0,040 0,010 0,744 2,500 
0,024 0,199 0,328 67,239 Pn OLTe6 2,433 
0,028 0,348 0,344 62,476 0,056 0,015 | 0,808 2,330 
0,032 0,552 0,360 57,276 0,072 0,021 0,840 2,215 
0,036 0,816 0,376 51,919 0,088 0,027 
0,040 1,139 0,392 46,614 0,104 0,033 0,904 1,937 
0,044 1,522 0,120 0,040 0,968 1,673 
0,048 1,967 0,424 36,717 0,136 0,047 1,032 1,396 
0,052 2,473 0,456 28,232 0,152 0,058 1,096 1,148 
0,056 3,041 0,488 21,315 0,168 0,073 1,160 0,934 
0,060 3,674 0,520 15,864 0,184 0,093 1,224 0,754 
0,064 4,371 0,552 11,674 0,200 0,120 1,288 0,605. 
0,068 5,132 0,584 8,509 0,216 0,152 1,352 0,483 
0,072 5,957 0,616 6,154 0,232 0,188 1,416 0,384 
0,076 6,841 0,648 4,420 0,248 0,228 1,480 0,305: 
0,080 7,782 0,680 3,157 0,264 0,270 1,544 0,242. 

0,712 2,241 0,280 0,314 
0,088 9,811 0,744 1,584 0,296 0,360 1,672 0,151 
0,096 12,000 0,776 1,114 0,312 0,409 1,800 0,094 
0,104 14,308, 0,808 0,781 0,328 0,461 1,928 0,058; 
0,112 16,709 0,840 0,545 0,344 0,518 2,056 0,036 
0,120 melo LOT 0,360 0,582 2,184 0,023 
0,128 21,790 0,904 0,263 0,376 0,652 2,312 0,014 | 
0,136 24,516 0,968 0,125 0,392 0,732 2,440 0,009 

1,032 0,058 2,568 0,005. 
0,152 30,489 1,096 0,027 0,424 0,918 2,696 0,003. — 
0,168 37,300; 1,160 0,012 0,456 1,139 2,824 0,002 
0,184 44,885 1,224 0,007 0,488 1,388 2,952 0,001 
0,200 52,830 1,288 0,002 0,520 1,648 3,080 0,001 


0,216 60,457 1,352 0,001 0,552 1,900 | 3,208  _ 0,000, 
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Tig. 1. Die radiale Teilelektronendichten D, = 47 r°g, und D, =4r’g, in 1/a)-Einheiten 
fiir das Hg*+-Ion, 7 in a,-Einheiten 


________ die von uns festgestellte Elektronendichte 
waenennnnnnene= die HartrreeEsche Elektronendichte 


n Falle von D, fallt der von uns bestimmte Dichteverlanf mit dem Harrreeschen praktisch 
zusammen und konnte in der Figur nicht getrennt dargestellt werden 


120 


80 


‘ig. 2. Die radiale Teilelektronendichte D, = 421%, in 1/a,-Einheiten fir das Hg*+t-Ion, 
; r in ao-Einheiten 

_ die von uns festgestellte Elektronendichte 

_eeeeeese--:e die HantreEsche Elektronendichte 


~ 
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15 


Fig. 3. Die radiale Teilelektronendichte D, = 42r?0, in 1/aj-Einheiten fiir das Hg**-Ion4 
r in ao-EKinheiten 
————— die von uns festgestellte Elektronendichte 
s-------------- die HARTREEsche Elektronendichte 


) 0,5 10 (PS) 20 2,9 3,0 3,0 


Fig. 4. Die radiale Teilelektronendichte D, = 4 r?@,; in 1/a)-Einheiten fiir das Hg*++-Ion, 
r in ap-Einheiten 
-— die von uns festgestellte Elektronendichte 
Sane Ceres die HAartrEEsche Elektronendichte 


etwas naher zum Kern liegt als das HarrrEEsche Hauptmaximum. In Fig. 5 
ist die gesamte radiale Dichteverteilung des Hg*+*-Ions zusammen mit der 
Harrreeschen dargestellt. Die einzelnen Maxima im Dichteverlauf sind hier 
nicht so deutlich ausgepragt wie im HARTREEschen, sie liegen aber praktisch 
an denselben Stellen wie die HARTREEschen. Weiterhin ist zu sehen, dass die 
statistische Elektronendichte in den dusseren Gebieten des Ions im Verhaltnis 
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ig. 5. Die gesamte radiale Elektronendichte D = 42r?@ des Hg*+-Ions in 1/aj-Einheiten, 
r in ao-Einheiten 
die von uns festgestellte Elektronendichte 
nannnnnnnn---=- die HartreEsche Elektronendichte 


jzur Hartreeschen zu rasch auf Null abfallt. Dieser Mangel wird in der nachsten 
aherung behoben ; man hatte dann die Elektronendichte in allen Elektronen- 
schalen des Ions simultan aus dem Minimumprinzip der Gesamtenergie fest- 
ustellen, und in jeder Elektronenschale auch das Potential der dusseren Elek- 
ronenschalen zu beriicksichtigen. Dies letztere wiirde zu einer etwas starkeren 
{Abschirmung des Kerns durch die Elektronen und somit zu einer »Auflockerung« 
tder Elektronenwolke, also zu einem langsameren Abfall der Elektronendichte 


in den dusseren Gebieten des Ions fiihren. 


RPACCUET 3JIEKTPOHHOM MJIOTHOCTH VMOHA Hg*+ HA OCHOBE PACHIIMPEH- 
HOM CTATHCTHYECKOM MOJIEJIN 


Tl. FOMBALI u K. JIAQAHU 


Pe3swme 


B paGore onpesenAmoch paciipefesteHue 9€KTPOHOB MOHa Hgt+ wa ocHose cTaTucTu- 
uecKol MofeM aTOMa, B KOTOPOM 91eKTPOHbI rpyMMmMpoBaHbl 10 T1aBHOMy KBaHTOBOMY 4HCIy. 


(}Tlocnequee paspaOoTaHo aBTopaMM B OfHOK U3 MpedbiAyuMx pador. 
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UBER DIE ENERGIE DES STATISTISCHEN ATOMS, 
IN WELCHEM DIE ELEKTRONEN NACH 
DER HAUPTQUANTENZAHL GRUPPIERT SIND 


Von 


P. GomsBAs und K. LapAnyt 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 24. I. 1957) 


% 
Auf Grund des von den Verfassern in einer vorangehenden Arbeit ausgearbeiteten sta- 
'tistischen Atommodells, in welchem die Elektronen nach der Hauptquantenzahl gruppiert sind, 
wird die Energie der Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X berechnet. Die Resultate sind in guter 
Ubereinstimmung mit den halbempirischen Energiewerten von SLATER. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Energie der Atome auf Grund 
eines statistischen Atommodells zu berechnen, in welchem die Elektronen nach 
der Hauptquantenzahl gruppiert sind und das von den Verfassern in einer ver- 
angehenden Arbeit! ausgearbeitet wurde. In dieser Arbeit war die Bestimmung 
der Elektronendichte das Ziel und man konnte in der in Betracht gezogenen 
Elektronenschale das elektrostatische Potential der von dieser hin nach aussen 
gelegenen Schalen in erster Naherung vernachlassigen, da das Potential dieser 
‘Schalen im inneren als weitgehend konstant betrachtet werden kann, also die 
Elektronenverteilung nur wenig beeinflusst. Es wurde schon dort betont, dass 
diese Vernachlassigung nur bei der Bestimmung der Elektronendichte zulassig 
ist, bei der Bestimmung der Energie jedoch keinesfalls. Wir wollen nun hier 
die Energie der Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X auf Grund dieses Modells 
berechnen, wobei im Energieausdruck in den einzelnen Elektronenschalen auch 
‘das elektrostatische Potential der ausseren Elektronenschalen beriicksichtigt 
werden soll. 

Die Energie der Elektronenschale, die der Hauptquantenzahl n entspricht, 
gestaltet sich folgendermassen. Die kinetische Energie der Elektronen setzt 
‘sich aus zwei Anteilen zusammen: aus dem radialen Anteil E®, der mit der 
‘Weizsiickerschen Energie identisch ist und aus dem azimutalen Anteil as 
Die potentielle Energie der Elektronen in der n-ten Schale ldsst sich aus den 
folgenden Anteilen aufbauen : aus der Coulombschen elektrostatischen Wechsel- 
wirkungsenergie der Elektronen mit dem Kern ES, aus der Coulombschen 
elektrostatischen Wechselwirkungsenergie der Elektronen mit den Elektronen 
der iibrigen Elektronenschalen E™, weiterhin aus der gegenseitigen elektrosta- 
tischen Wechselwirkungsenergie der Elektronen der n-ten Schale E{” und schliess-_ 
lich aus der Energie E{”, die vom Zusatzpotential G™ resultiert, das dem Bese- 


1P, Gompds und K. LapAny1, Acta Phys. Hung. 5, 313, 1955 ; ‘im folgenden als I zitiert- 
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tzungsverbot der vollbesetzten Elektronenzustande der inneren Elektronen- 
schalen Rechnung tragt. Mit denselben Bezeichnungen? wie in I ergibt sich 


1G Ne a 1 e2 dy te (grad On)” dv, (1) 
8 On 
1 1+ 1) @ , 
(1) — Sn, —¢ ——dv, (2) 
Ey = ny 9 t ww | 2 N, 
E@ = —e i V© 0, dv, (3) 
ED =—e | VO onde , (4) 
E = i 1 eae) 1 e af On (r) On (t ) dv dv’ : (5) 
2 Nn |x —t’| 
EM = —e i C 0, dv, (6) 
wo 
vA 
Vin) = or, (7) | 
r 
das Potential des Kerns und 
Ny , 
Vv@) = —e NY i On’ (t ) dv’ (8) 
a | , 
nme 1 tt | 


das von den tbrigen Elektronenschalen herriihrende elektrostatische Potential 
ist. In diesem hat man jetzt nicht nur das Potential der inneren Elektronenscha- 
len sondern — mit Ausnahme der n-ten — alle Elektronenschalen zu beriicksich- 
tigen, d. h. die Summation ititber n’ in (8) nicht wie in T-von n’= 1 bis n — I, 
sondern — mit Ausnahme von n — bis zur maximalen Hauptquantenzahl yh 
der von den Elektronen besetzten Zustinden auszudehnen. 

Wenn man — so wie in I — fiir 0, den Ansatz 


Cupra e int (9) 


2 Diese weichen nur insofern von I ab, dass wir den in I definierten Energieanteil ES im 


hier in die beiden Anteile ES) und EW und das ebenfalls in I definierte Potentiat V‘”) in die 
beiden Anteile yi und yin) zerlegten (man vgl. weiter unten). 
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: es so lassen sich die einzelnen Energieanteile als Funktionen von n und 
es Variationsparameters /, einfach berechnen. Es ergibt sich 


1 Final)? 2(n = 
EM — — 2a, N, Lees 2 (el) 
he n (2n — 1) shh oF Ol na Oe 
1 
Rae 3 he N 
( ay] spay SMe + Dea, (11) 


(12) 


(2 Aes 
(2 Ai oie 2 Awe 


(13) 


a" (2n + 2n’ —v—1)!r (2 Ayer (2 An) 
$=, (2n —1)!2n’ (2n’ — »)! (2 An + 2 Aye)eiten'—y 


. 9 hn 50 (14) 
gen = (2n)!(2n—»)! 2” 


p=) 


ee a (4n—v—1)!9 


1 ‘ (2A,)27 +2 (2 Ape)” +1 [2 (n’ +n" + n)]! . 
> I 
10 fer oe (2n’)!(2n")!(2n)! 


(24,)20+1 ee ee ee 
“ +—edy > m ot 


(2A + 2Ane + QA rEn tent "4 TG On (2n—1) 


Die Gesamtenergie E des Atoms gestaltet sich folgendermassen 
n 
B= SEP LEP + EP TED + ED +EP|. (16) 
n=1 : 


iD . - 
Der Faktor Oe E® steht zur Vermeidung der doppelten Zahlung der Wechsel- 


wirkung der Elektronen von verschiedenen Schalen. 

Die Berechnung von E wurde fir die Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X 
mit Hilfe der in I angegebenen Parameterwerte von A, durchgefihrt. Die Resul- 
tate fiir die Energie haben wir in der Tabelle 1 zusammengestellt. Zum Vergleich 
sind in der Tabelle auch die halbempirischen Resultate, die man mit einem Ver- 
fahren von SLATER? erhalt, angefihrt. Wie zu sehen ist, erweist sich die Uberein- 
stimmung der von uns berechneten Energien mit diesen als sehr befriedigend. 


sj. Cc. SLATER, Phys. Rev. 36, 57, 1930. 
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Tabelle 1 
Energie einiger Edelgasatome in e?/a,-Einheiten 
| | 
| Ne | Ar Kr xX 
| | 

FE. theoretisch...........000seeee0- | SS — 515,96 — 2734,7 — 7266,7 
ie Helicon inch wis ae ease | —129,5 525,36 | —2703,6 | —7079,4 

| 


Beim Vergleich ist zu beriicksichtigen, dass in den hier durchgefiihrten 
Berechnungen die Austauschenergie der Elektronen unberiicksichtigt blieb. 
Bei Hinzunahme dieser Energie wirden sich die theoretischen Energien etwas 
vertiefen und zwar relativ umsomehr je kleiner Z ist, wodurch fiir leichte Atome 


die Ubereinstimmung mit den halbempirischen Resultaten voraussichtlich noch | 


verbessert wird ; fiir schwere Atome ist die Austauschkorrektion unbedeutend.4 

Aus den hier gewonnenen Resultaten geht hervor, dass das in I ausgearbei- 
tete statistische Atommodell, in welchem die Elektronen nach der Haupt- 
quantenzahl gruppiert sind, nicht nur den Verlauf der Elektronendichte, sondern 
auch die Energie der Atome gut approximiert. 


OB 9HEPPMUM CTATHUCTHYUECKOrO ATOMA, 3JIEKTPOHbI KOTOPOTFO IPYIT 
MUPOBAHbI M0 FIABHOMY KBAHTOBOMY UHCITY 


lM. FOMBALL u K. JIAMAHM 


PeswmMme 


C nomoupto cTaTucTHYeCcKOl MOWeIM aTOMa, paspaboTaHHOM aBTOpaMH B OAHOH M3 TIpe- — 
IbILyUUX paso, B KOTOPOH 9eKTPOHbI ATOMa FpyNMMpoOBaHbl M0 P1aBHOMY KBaHTOBOMY YHCIIy : 


OMpefenAIoTcA SHEPruM aTOMOB MHepTHbIX ra30B: Ne, Ar, Kr uw X. 
PesynbTaTbl XOpOwlO COBMafaoT C NoMyIMMMpHyeCKHMH pesyNbTaTamu CueiiTepa. 


4 Dies gilt nur fiir die Gesamtenergie der Atome. Fiir die Ionisierungsenergie trifft dies 


nicht zu; fiir diese ist die Austauschkorrektion auch fiir schwere Atome von Bedeutung. 
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ZUR STATISTISCHEN NAHERUNG DES WELLEN- 
MECHANISCHEN MEHRTEILCHEN PROBLEMS, IT 


Von 


K. LapAnyt 


‘FORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, 
BUDAPEST 
(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 18. I. 1957) 
: 

Die Einteilchen-Eigenfunktionen eines Mehrteilchensystems werden durch einen ent- 
sprechenden Variationsansatz angendhert, mit welchem aus dem Hartree-Fockschen Energie- 
ausdruck auch im Falle einer verhaltnismassig kleinen Anzahl von Teilchen der entsprechende 
statistische Ausdruck einfach hergeleitet werden kann. Es wird schliesslich nachgewiesen, 
dass wir durch eine Verallgemeinerung des Verfahrens und Vernachlassigung des Weizsicker- 
schen Gliedes zu den Blochschen nicht statistischen Gleichungen gelangen. 

In einer vorangehenden Arbeit wiesen wir nach, dass der auf Grund der 
von MAcKE eingefiihrten statistischen Naherung bestimmte Energieausdruck 
sich im Falle einer kleinen Zahl von Teilchen in bedeutendem Ausmasse vom 
statistischen Energieausdruck unterscheidet [1]. Aus diesem Grunde ist es 
zweckmissig die Eigenfunktionen mit solch’ einem Variationsansatz anzundhern, 
der auch im Falle kleinerer Teilchenzahlen (z. B. im Falle einer iberwiegenden 
Mehrheit der Atome) zum statistischen Energieausdruck fihrt. Zu diesem Zwecke 
seien die Einteilchen-Eigenfunktionen in folgender Form dargestellt : 


} Wn / v | —— aah Pn (r) ’ | (1) 
Gn (t) = exp 2zi(ny (t)) (2) 


ist und die Komponenten von ¥) die Funktionen ¥; (t), Y(t), ¥s (r) und weiters 
die Komponenten von n die ganzen Zahblen n,,n, und ny sind, schliesslich ist 
e(t) die Teilchendichte des Systems. Der Komponent n, kann folglich auch 
negativ und sogar auch Null sein. Es ist zweckmassig die Funktionen y, ganz 
hnlich zu dem Verfahren von MackeE so zu wihlen, dass folgende Zusammen- 


hange zufriedengestellt seien : 


0<¥S1, (3) 
? BYES. A 
 . . at or Oink (t) ’ . ( ) 


eo =NVfifsfs - 4 AQ) 
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Sind die in Rede stehenden Bedingungen erfillt, so ist die Orthogonalita 
der Eigenfunktionen *, (t) sichergestellt [2]. 

Es ist ersichtlich, dass mit Hilfe der Einfithrung des Ansatzes (1) die} 
Einteilchendichten der verschiedenen Zustande durch eine einzige fiir alle} 
Zustiinde identische durchschnittliche Dichte approximiert werden. Dies liegt} 
im Wesen der mit der Weizsdckerschen Korrektion erweiterten statistischen 
Theorie und wurde schon friiher des 6fteren ausgenitzt. (Z. B. die Fermi-} 
Amaldische Korrektion.) 

Mit der Voraussetzung, dass in jedem Zustande n die Besetzungszahl 
g = 2 oder 0 sei, kann der kinetische Energieausdruck in folgender Form darge- 


stellt werden 
Cfo (8enl?_, (810%) | 

Exin = Ss ~ Se dv. 6 

i oe | +| | a 


Or Or 
Das erste Glied ist die Fermische Energie. Ziehen wir den Zusammenhang 
(2) in Betracht so ergibt sich 


h2 
Er= 3 [{@a'xe > (find + fant + fond) do = 


1 ( 2 
= | ye Sit Pht pd ae, 


wo 


Px=22hAnx\ fx (0) (7) 
ist. 

Im Grundzustand ist die Summierung auf jene Punkte n(n,, n,, 3) aus- 
zudehnen, fiir welche die Energie ein Minimum aufweist. Im Weiteren gehen 
wir zur annéhernden Bestimmung der Summe 


1 . . 
Dit Pit) = SP (8) 

iiber. 
ran od es auf Grund des Zusammenhanges (7) _ersichtlich ist, wird durell 
nkte p(p,, , Px» P;) im Raum p ein Gitter gebildet, dessen Gitterkonstanten 
2ahVf, 20h Vf, und 2xh /f, sind. Im Grundzustande fiillen die besetzten 
Punkte P(Pi> Po» Ps) in guter Naherung eine Kugel mit Radius P, aus. Nachdent 
sich in dieser Kugel die zum Origo am nichsten liegende Nig Puke befinden| 
ist die zur Bestimmung des Radius p, dienende Bedingung 1 


4x 


nah a (27)? AV fifofe - 
g nets 


a 
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/Ziehen wir den Zusammenhang (5) in Betracht so ergibt sich hieraus 


1 ae onhol®. 
a 


9 
— 


Pa 


}Im Weiteren wird die Summe (8) durch folgendes Integral angenahert 


nie 1 ; 
ype | pede, () 


“weamlnnh |” 


1 
N 
T 


wo der Integrationsbereich T eine Kugel von Radius p,, ist. (Fig. 1). Folglich 
kann der Integrand in der Fermischen Energie in Ubereinstimmung mit den 


P2 
a Pi 


Fig. 1. Der Bereich T in zwei Dimensionen 


bekannten Ergebnissen der statistischen Theorie in folgender Form dargestellt 


werden 


et eee g fad 
— — a dD = xz.0°° « 
Nee aah om : 


7 
Der Wert der Konstante ~;, ist der folgende 


2 3 3 2/3 
Hig Sh R em || : 
2m 5 8a 
In der zitierten Arbeit wiesen wir nach, dass der auf Grund der von MAcCKE 
eingefiihrten statistischen Naherung bestimmte Energieausdruck auch im Falle 
einer verhiltnismassig hohen Teilchenzahl in bedeutendem Ausmasse vom ent- 


sprechenden statistischen Ausdruck abweicht, weil die Punkten p (p;, Po, psy, 
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fiir die einer der Komponenten gleich Null ist, nicht besetzt werden kénnen 

Werden die mit Zusammenhang (1) angegebenen Eigenfunktionen angewendet. | 
so tauchen die in Rede stehenden Schwierigkeiten nicht auf. Der Energieaus- | 
druck (6) geht folglich bei einer bedeutend kleineren Teilchenzahl mit guter| 
Naherung in den statistischen Ausdruck iiber, als die MackrEsche Naherung, | 
[Der Energieausdruck (6) kann z. B. im Falle einer tiberwiegenden Mehrheit 
der Atome mit dem statistischen Energieausdruck gut approximiert werden.] 

Es verursacht keinerlei Schwierigkeit die Gesamtenergie eines Elektronen- 
systems auf Grund unserer Naherung zu bestimmen. Es lasst sich zeigen, 
dass bei der Anwendung von Naberungseigenfunktionen der Hartree-Focksche 
Energieausdruck bei zunehmender Teilchenzahl in den bekannten statistischen 
Energieausdruck tibergeht. 

Es ist bekannt, dass der im Obigen eingefiihrte Energieausdruck im Falle | 
von Ionen und Atomen zu zu hohen Energien fihrt. Im Falle eines Rb*-Ions | 
betrigt der Fehler den Berechnungen von SoKOLoy gemiss cca 20% [3]. Der | 
kinetische Energieausdruck der statistischen Theorie wurde von GomBAs aus- 


] 
fiihrlich gepriift. Er wies nach, dass man diesen Fehler korrigieren kann, wenn | 
man die kinetische Selbstenergie der freien Elektronen, das heisst, den radialen | 
Anteil der kinetischen Energie, der aus der endlichen Impulsbreite der freien | 
‘Teilchen resultiert, in Abzug bringt[4]. Bei Beriicksichtigung dieser Korrektion | 


ssten Atomen — mit den empirischen, Slaterschen halbempirischen und wellen- 


i 

sind die Energien der Atome — von den leichtesten Atomen bis zu den schwer- : 
| 

mechanischen Werten in sehr befriedigender Ubereinstimmung. | 


Wir méchten hervorheben, dass die Einfihrung der Naherung der Einteil- | 
chenfunktionen (1) in erster Linie dann begriindet ist, wenn der Gradient des | 
dusseren Potentials nicht gross ist. Trotz des im vorliegenden Fall nicht kleinen — 
Gradienten des Potentials ist es von Interesse ein in einen Potentialkasten 
befindliches System von freien Teilchen auf Grund der behandelten Naherung 
zu untersuchen. Ziehen wir den Zusammenhang (1) in Betracht, so ist die Forde- 
rung zu stellen, dass die Dichte o(t) des Systems an der Grenze des Potential- 
kastens verschwinde. Nachdem die Dichte o(t) nicht konstant ist, tritt neben 
der Fermischen Energie auch die Weizsickersche Energie auf. Aus den bekannten 
Satzen der Variationsberechnung folgt, dass die Summe der in Rede stehenden 
zwei Energien hoher ist, als der wellenmechanische Wert der kinetischen Energie. 
Die Macxesche Niaherung fiihrt in diesem Falle zu einem mit der Wellenmechanik 
ubereinstimmenden Ergebnis, die Dichte g(t) ergibt sich also im gréssten Teil 
des Potentialkastens als konstant. ‘Die Fermische Energie hat natiirlich im 
Rede stehenden Falle korrigiert zu werden [5]. Infolgedessen ist die kinetische 
Energie im Falle einer kleineren Teilchenzahl bedeutend hiher, als die auf 
Grund der statistischen Theorie berechnete Fermische Energie. Dieser korrigier- 
ten Fermischen Energie entspricht in unserer Naherung die Summe der nicht 
korrigierten Fermischen Energie und der Weizsickerschen Energie. 
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fe ; : pert , 
Im Weiteren weisen wir kurz nach, dass mit einer Verallgemeinerung 
ses oben geschilderten Verfahrens auch besondere nicht stationdre Probleme 
dehandelt werden kénnen. Nehmen wir die Lésung einer zeitabhangigen 
jchrédinger-Gleichung eines Teilchensystems in Determinantenform an 


1 
. SS Det || n Pat) | 5 
Y= TN || Pn (qm: t) | 


Vie Einteilchenwellenfunktionen yn kénnen in jedem Moment als orthonor- 
niert betrachtet werden. Wird die obenangefiihrte Naherung in die Lagrange- 
funktion L der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung eingesetzt und die 
WVechselwirkung der Ubersichtlichkeit halber vernachliassigt, so hat man 


n 


i” ot. 2m -9r or 


‘ Nae ys 2 * 

noi 

ir wollen den vom Ort abhangigen Teil der Einteilchenwellenfunktion | 
Wn als Verallgemeinerung von [1] in folgender Form ansetzen 


P,, (Tt, #) = a9 (et) exp2zi(ny (tr, t)), (10) 


wo y*p die Elektronendichte @ des Systems ist. Die Amplitudenfunktion 

ist im allgemeinen komplex. Insofern @ und } die Gleichungen (3), (4) 
nd (5) befriedigen, ist die Orthonormiertheit der Wellenfunktionen in jedem 
Moment gesichert. Endlich sei es betont, dass in der gegenwartigen Naher- 
ng die zum Origo am nachsten liegenden Punkte 1 besetzt sind. Folglich 
st die Verteilung im Raum 1 mit guter Naherung kugelsymmetrisch. 
enn man dies in Betracht zieht, so folgt 


h2 Oy* 9 5/3 

[Eaedia | ore + on an te +Uo}dedt 
1 Of 52m. Or=Ot 

fferentialgleichung 


Durch Variation von y* gelangt man zur folgenden Di 


ee eee, eae a al Uo. (11) 
2m 3 


enn wir die Amplitudenfunktion y in folgender Form annehmen 


m : 
Me pltexp stay w 
~=e exp : | 
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und das Weizsickersche Glied vernachlassigen, so folgt mit Riicksich 
auf (11) . - 


io eacaticht (ena an) Elan oe , z 
Ot 2 3 


oe div (@ grad w) . 
Ot 
Diese Gleichungen sind die Grundgleichungen einer seitens BLocH darg | 
legten statistischen Theorie eines Teilchengases mit halbzahligem Spin. Die 
Funktion w ist das Strémungsponential [6]. Es ist ersichtlich, dass mar 


durch eine Erginzung der Biocuschen Gleichungen durch das Weizsickersdl ed 
Glied, im wesentlichen ein wellenmechanisches Modell erhalt. 
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KPATKHE COOBIEHHSA — BRIEF REPORTS — 
KURZE MITTEILUNGEN 


'ZUR BERECHNUNG DER ENERGIE DES He-ATOMS 
Von 
P. GomsBAs 
| PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISE€HE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 
(Eingegangen: 7. I. 1957) 


| Obwohl die Energieberechnung des He-Atoms nach den grundlegenden 
rbeiten von Hy.ieraas! als praktisch abgeschlossen betrachtet werden kann, 


xi es hier gestattet auf dieses Problem kurz zurickzukommen. Den Anlass 


ierzu geben einige neuerdings erschienene Arbeiten,? in denen durch eine 
weiterung des Hy ieraasschen Variationsansatzes angestrebt wird, die 
mpirische Energie des He-Atoms mit einer je kleineren Anzahl von Variations- 
arametern theoretisch zu gewinnen. 

Von ahnlichen Zielen geleitet, haben wir fiir den Grundzustand des He- 
toms die HyLLerAassche erste Naherung der Eigenfunktion — ohne Hinzu- 
‘ahme weiterer Glieder — erweitert und die Energie der ersten Naherung im 
ferhaltnis zur HyiiEeraasschen ersten Naherung verbessert. Die Genauigkeit 
er hier durchgefiihrten Naherung, die sich sehr einfach gestaltet, erreicht 
raktisch die der Naherung des »self-consistent field«. R 
Wir setzten fiir die Eigenfunktion des He-Atoms im Grundzustand 


Y = Vo (r1) + Yo (2) » 7 7 (1) 
Y (r) = Ae, - (2) 


vo A eine Normierungskonstante, r, und r, die Entfernung der beiden Elektronen 
om Kern und schliesslich 2 sowie s Variationsparameter bezeichnen. Der 
nterschied gegeniiber der Hy.ueraasschen ersten Naherung besteht also 
arin, dass wir neben dem Streckungsparameter 3 auch denExponenten s als 
ariationsparameter auffassen, waihrend bei HYLLERAAS s = | gesetzt wurde. 

Man hat die Energie des He-Atoms als Funktion von A und s zu berechnen 
ind das Minimum der Energie — das die Energie des He-Atoms darstellt — zu 
estimmen. Die Berechnungen gestalten sich einfach und lassen sich mit Hilfe 


1E. A. Hytieraas, ZS. f. Phys. 54, 347, 1929 ; 65, 209, 1930; 48, 469, 1928; 60, 624, 
1930; 63, 291, 1930. Man vel. weiterhin E. A: Hyzieraas, Die .Grundlagen der Quanten- 
i i ‘Kin- und Mehrelektronenprobleme, Norske 
Videnskaps-Akad. Skrifter, Mat. Naturv. Klasse 1932, Nr. 6, Oslo. 
27. B.: S. CHANDRASEKHAR u. G, HERZBERG, Phys. Rev. 98, 


hys. Rev. 103, 110, 1956. 


1050, 1955; H. M. Schwartz, 
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der Tabellen der unvollstandigen T’-Funktion® leicht durchfihren. Es ergibti 


sich, dass das Energieminimum bei den’ Werten 


y 


6 ] 
A = 2,09207 , Seat, (3)4 


oder in unmittelbarer Nahe* dieser Werte liegt. Das Energieminimum, d. h.) 
die Energie des He-Atoms betragt 


Ey = = 2,859 (4), 


wahrend sich im Fall der HyLLERAASschen ersten Naherung (A = 1,6875, s = 1)| 
der Energiewert E, = — 2,848 e?/a) ergibt, wo e die positive Elementarladung | 
und a, den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnen. 

In den hier durchgefihrten Berechnungen ist die Korrelation der Elektro-; 
nen vernachlassigt worden. Wenn wir also zur Beurteilung der Giite der zugrunde | 
gelegten Approximation den Energiewert (4) mit anderen theoretischen Resul-| 
taten vergleichen wollen, so miissen wir zum Vergleich solche Energiewerte | 
heranziehen, die ebenfalls ohne Bericksichtigung der Korrelation erhalten 
wurden. Die beste Approximation ohne Beriicksichtigung der Korrelation gibt | 
die Methode des »self-consistent field« und wir wollen den Energiewert (4) mit | 
der mit dieser Methode erhaltenen Energie? E, = — 2,867 e/a) vergleichen. | 
Im Verhltnis zu dieser Energie zeigt die von uns erzielte Energie eine bedeu- : 
tende Verbesserung gegeniiber der der HYLLERAASschen ersten Naherung, denn 
die Energiedifferenz zwischen der Energie der ersten Naherung und der Naherung 
des »self-consistent field« — die 0,019 e?/a, betragt — wird durch die hier durch- 
gefihrte Naherung um mehr als die Halfte — namlich um 0,011 e2/ay — verrin- 
gert. Mit dieser einfachen Erweiterung des Variationsansatzes gelangt man also 
schon mit der eingliedrigen Eigenfunktion (2) in unmittelbare Nahe der Genauig- 
keit der Methode des »self-consistent field«.: 

Im Verhialtnis zum empirischen Energiewert® liegt sowohl die von uns. 
berechnete Energie als die mit der Methode des »self-consistent field« berechnete 
Energie etwas zu hoch ; die Differenz, die in unserem Fall rund 15% hetriigt, 


ist in beiden Fallen im wesentlichen auf die Vernachlissigung der Korrelation 
zuruckzufihren. 


: 
1S 3K. Pearson, Tables of the Incomplete I. Function, H. M. Stationery Office, London, 
* Die Berechnungen konnten nimlich auf Grund der zitierten Tabelle der 


Funktion nur fiir bestimmte Werte von s durchgefiihrt werden. 


*H. Berne, Handb. d. Phys. XXIV/l, 2. Aufl., S. 368—-371, Spring 
® Man vgl. z. B. S. CHANDRASEKHAR u. G. HERZBERG 1. c. Paros Saleh 
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Die hier zugrunde gelegte Eigenfunktion (2) kann man als eine erste 
aherung betrachten, die sich erweitern lasst. Schliesslich sei noch erwahnt,, 
ass die hier gewonnene Naherung fiir die Eigenfunktion hinsichtlich des. 
symptotischen Verhaltens fiir r— co unrichtig ist. Dies ist jedoch beziglich 
er _Energieberechnung nicht wesentlich, da die vom Kern weit entfernten 
ebiete fiir das Energieintegral von sehr geringer Bedeutung sind. 
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GENERALIZED LINEAR ELECTRODYNAMICS I 
By 


J. I. HorvAru and B. Vasvirti 
DEPARTMENT OF THEORETICAL PHY SICS, UNIVERSITY OF SZEGED, SZEGED 


(Presented by P. Gombas. — Received 27. II. 1956) 


A generalized version of Popotsky’s theory of higher order of the electromagnetic 
) field is dealt with. The original field equations of higher order of PopotsKy’s theory is deduced 
} from a new Lagrangian and the canonical formalism of the field, as well as the laws of con- 
) servation in the classical case are investigated. 
| In a series of papers F. Bopp [1], B. PopotsKy [8] and his collaborators 
[9, 10], D. IvANENKO and A. SoKoLov [5] respectively, have formulated the 
i basis of generalized electrodynamics involving higher derivatives in the field 
}equation and in the Lagrangian of the field. The general intention in their 
' generalization of classical electrodynamics was to leave the usual assumptions 
of the theory of Maxwell-Lorentz as unaltered as possible. 

The elaboration of the general idea of this new theory of electromagnetic 
field on the basis of physical arguments was carried out in a particularly interest- 
ing manner by Popotsky: One of the heurestical ground ideas of Maxwell’s 
theory of electromagnetism, as is well known, especially in the first period of 
its development was the strong analogy between the dynamics of the aether 
and the mechanical theory of elastic media. However, the classical theory of 
elastic media is based on Hook’s theorem according to which the higher partial 
derivatives of the components of the field are negligible. This assumption is 
very suitable for the case of mechanical continua, but it seems possible that 
the field theory of aether, the elastic properties of which are quite different 
from those of a mechanical continuum, involves higher derivatives too. Naturally, 
Popo.tsky does not want to recall the classical theory of aether, but the well- 
known difficulties in the case of self-energy of the different particles, as well - 
as the results of X-ray and microwave spectroscopy seem to indicate the 
heuristical value of his point of view. ; 

Furthermore, according to ‘the investigations of L. pE Brocuie [2, 3] 
and of K. J. Le Coureur [7] it seems that — especially in the quantum theory 
of electromagnetic field — some difficulties arise from the fact of the zero rest 
mass of photons. These difficulties are also eliminated in Popotsky’s theory. 

From a field theoretical point of view the generalized theory of electro- 
dynamics has a further advantage. Namely, the well-known inconsistencies 
encountered in the theory of quantized fields: the divergent expressions for 
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the eigenvalues of certain observables (e. g- self-energy) and the non-existence 
of a solution of the time-independent Schrédinger equation, respectively, have 
in the course of the last ten years indicated that these difficulties arise from 
the incompleteness of the description of interaction between the various fields. 
Of course, we do not, as yet, know the types of field occurring in nature, neither 
are the types of their interaction known. However, still using the already well- 
known types of field and assuming various interactions among them, it is 
possible to investigate whether the cut off is actually possible. Here, PopoLsKky’s 
generalized electrodynamics shows a very natural way for the description of 
the simultaneous interaction of the electromagnetic and vectormesonic field. 
In this manner, such a kind of generalization of electrodynamics is also from 
this point of view of great interest. 

Finally, in the case of different methods of regularization — as is well 
known — a Green function which can be considered as a solution of field equations 
of higher order is introduced. The theories of higher order seem especially 
interesting from the point of view of the problems of the physical vacuum too. 

However, in the case of these theories of higher order some difficulties 
arise in connection with the second quantization [11] which must still be 
removed. 

In this paper a generalized version of Popotsky’s electrodynamics will 
be discussed. Popousky’s original field equations of higher order will be deduced 
from a new Lagrangian and the canonical formalism of field, as well as the 
laws of conservation in the classical case will be investigated. The problems 
connected with the quantized theory of the fields of higher order, as well as 


with the electromagnetic vacuum will be dealt with in the following parts of 
this series of papers. 


§. 1. Deduction of the field equations 


The electromagnetic field which is induced in the four-dimensional pseudo- 
Euclidian space is described by the potentials A, (u = 0, 1, 2, 3) satisfying 
the field equations deduced from the variational principle 


5{ Pyd'x=0, (dix = dxy dx, dx, dxs) , (1,1) 
where the Lagrangian density 9 of the field is defined as follows* 


shall introduce the velocity of light c as a unit of velocity, c = 1 — = as 
The metrical ground tensor of space is defined by Yo 9 Xy = X%, Xp = Vy Xe = Be 
(0) a) (0) (0) (0) 
£0 = — gu = — fee = — £39 = 1; Suv = 0(u # v) 


(0) (0) 


; 

7 

* The coordinates of the space-time world are denoted by x) = ct (in the following well 
g= det | guv| = —1. 
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| 1 » eae 
i E Fan FP 8, Araie, aris = Op Fy «O° Fe + 


2 2 


| (1,2) 
+ 0,8, A" - 828, A” + 8,8 A, - 0, 8° 4 & I/\¢ LL 
with 
Fp = 0, A, —2,.A, 


and a is a constant of a dimension of length to be determined later. The 
known Euler-Lagrange equations of the variational principle (1,1) are 


OL OL 
8, SO ann 
0A, GAn, OA u va 
where A,, = 9,A4,, A,», = 9,A,,, furthermore, based on direct calculations 
we have 
a a” a? 
a, .—-— [Pee ae Sie ee Son es 
| 2 "4 2 
or 
Od—@o)4=0, (O47 =38 4"). (1,4) 


Usually in the deductions of the field equations (1,4) it must be taken into 
account that the potentials satisfy the Lorentz condition 


8, AX =0, | (1,5) 
the remaining arbitrariness in A, is given by the used gauge transformation 
A, =A, + 9u% (1,6) 
with y being any solution of the wave equation 
Lzy=0. 


If we base our investigations on the Lagrangian (1,2) we must not assume 
that the potentials are restricted by the Lorentz condition (1,5), however, 
to ensure the fulfilment of the gauge invariance we have to suppose that the 
arbitrary function x of the gauge transformation is a solution of 


Oe t)7z=0. ais) 


The gauge transformation (1,6) will, of course, leave F iy unaltered. 


ae ae 


280 j. I. HORVATH and B, VASVARI 


If we suppose that the potentials satisfy the original conditions of Lorentz 
(1,5) our field equation (1,3) becomes 


a2 


: 5 pe — <p 4'=0. (1,8) 


omg 
\ 


The signification of the generalization of Popotsky’s original Lagrangian 


ba— 5 Fn PO + a 8, Fy OF, (1,9) 


which, based on the Lorentz condition, gives the same field equations for sual 
potentials A,, will be discussed in detail in § 4. ; 
Above the pure radiation field has been dealt with. Generally, in the 
space charges occur too, which can be represented phenomenologically by a 
current vector j’. This current vector describes the electric state of matter | 
and is also a function of space and time, having the components | — 9, —itt, 
where g and i are the charge and current density, respectively. In this case 


the interaction between charges and the field has also to be taken into account 
and the total Lagrangian has the form 


Feel se Or Rese (1,10) 


Based on this Lagrangian the field equations are obtained in the usual way 


a ah < mm a 
opis aj te)-Sojee-Sooe=—7 oa 


ie) 


Been sly emer te 


and Feat haa 
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§ 2. The integration of the field equations 


The field equations (1,4) and (1,12) contain the Lanpé-THomas theory 
)[6]asa special case, and their general solution is a superposition of the Maxwell- 


_ Lorentzian, and the Yukawaian parts of the field, respectively, which can be 
| proved as follows: 
Let A’ be the potential of the Maxwell-Lorentzian field which satisfies 
(1) 


ithe field equation of the Maxwell-Lorentzian field 


eS ae (2,1) 
(1) 


tand A” be the potential of the Yukawaian field satisfying the equation 
(2) 


1 


9 
a* 


eye (2,2) 
(2) 


(a- 


| 


‘respectively, then the general solution of (1,12) is given by 


A’ = A’ — 4’, (2,3) 
(1) —#) 


Based on the well-known method of M. Riesz [12] the explicit solutions of 
the equations (2,1) and (2,2) transformed to the form 


fed A” =’ 
(1) 
and 


1 : 
eo ter 


a? } (2) 


respectively, are 


4 : a 
A’ (P) = lim 5 | 7° (Q) rep" dQ, (2,4) 
(1) a—2 go> a Lr Oo. A b 
2 2, [Nes 
$(a+2) c a r 
7 Hays aes Pe ior eT Ease Pe dQ, (2,5) 
2 ek CIN rl ee 
2 9 Des 


, 8 I(x) and J(x) are the gamma functions and Bessel functions, rempectivelys 
urthermore, rgp is the distance between the points Q and P and D_., is the 
lomain of integration bounded by the retrograde light cone with ist vertex in P. 


282 J. I. HORVATH and B. VASVARI | 


As a consequence of (2,2) the Yukawaian potential cannot be interpreted 
as a potential of force with non-electromagnetic character keeping the electron 
(point charges) together as, because of its dependence on the current vector, 


it has also electromagnetic origin. 


In the static case the vector potential can be put equal to zero and the 
scalar potential, due to a point charge, turns out to be in electrostatic units 


pales (2.6) 


Tr 


which approaches the finite value 1/a as r approaches zero. 


§ 3. Canonical formalism of the field 


The classical theory of fields, as is well known, is a generalization of 
classical point mechanics to a continuous manyfold of variables. Our field 
functions A” and their time derivatives, at each space-time point, play the 
roles of the familiar canonically conjugate generalized coordinates and momenta | 
of Hamiltonian mechanics. Our generalized coordinates are defined by PODOLSKY 
as 


goa, os" 7% Gy 


and the new momenta conjugate to q” and Q” are 


OL OL 
Py jy a =e Oo fi (3,2) 
oq q”, 0 
and 
P oh BE 
» aQ” 9 ( 9 ) 


respectively, on performing the differentiation explicitly 


/ Ae 2 2 : 
p= —|p-So\e4.—2.4)+(1- FO] 4 do FAs 


is obtained. The Hamiltonian density is defined as 


a 
P, = £(89 8° A, — 8,3) A) + 958, A” - by + Ar} (3,9 
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| Introducing the Hamiltonian by 


H = | Hd?x (3,7) 
it can be shown that 
; oH ° oH 
PS a Py = — 9 
oq, 6Q” 
(3,8) 
oH . oH 
Cs a ae Q»y =a aires 
0 Py Op’ 
» where the quantities 
oH 0H 6) 0H ee 0H 


; a ; =r 3 
gq’ 8q, Ox" —Og7; Ox Ox! Oq7 i 


6H oH 98 8H. 


6Q” -8Q”— ax! 8Q%; 


oH 0H. ‘oH 3H 
dp’ op” pPie eR” 


(inje— lb, 2,3) 


are the functional derivatives of H. The equations (3,8) are the canonical 
field equations. As is well known the Hamiltonian of the field is an integral 


of motion 


oH 
6Q, 


Dy 


dH 6H . 6H 
— ff q’ — = 
Op” 


pee EET AG CS aa 
dt 6q’ Or oP. 


| 


The total momentum of the field P, can be calculated in the usual way and 


we obtain 


id — { tn ds” 5 (3,9) 
where the canonical energy-impulse tensor is defined by Popotsky as follows 


bny = I6,, — 0, A? * Pov — Ey oe He Bae (3,10) 


where 
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aL oe aL 


Pov 6 Asp joonsOnta Or ge 
aL 
Puyo oe r) 
9A nv 


or explicitly hazed on (1,2) 
Po ea ae 
Epc Opty p—<opr+ 9,4, (1— FO) & 4° — 
fe aes . 
eon ten ahaa ae SO Bo (3,11) 
a? a? ’ 
Spee PES Seg: oe ee 
and taking the Lorentz condition into account 
: a az 
bay = L’Ouy +8. Aol oe el Fy, , eae “54 8,Ap eee 
ae 
+ 9y Q Ac * OF Ne +8 0, Ao - Eye : 


in: this. case che ae he energy-impulse tensor of the field was derive 


oy: as” i et ~ : ponies & 3 - ; 
7, =5 tA ; te] ee a | oe o a6 


: Wh tor hb wt 


(3,13) 
<a 


GENERALIZED LINEAR ELECTRODYNAMICS I. 285: 


al 2 
+ =. A? (1 — a?) 8 A? + 7 Wei: av hepa bcchy Lee 


Eeeay Fy. + 0° Fo — a 80 A 88, 4") oe 


a2 [1 il ; 
ae ee te ye 20.8, I — Fg = 0,00 0, A° +. 
we 


+22, 8,9, Fe 8, dy CFF, — — 9A, - me ee 


——D44, a, AP + 0,85 A® 8, 8. A” + 2-0) AP 1 8,0) doe 


—[]A°.- 240 A, +O) dy 8,048 + — A, 0A, — 


a. 


= = Ae Cee 9, A, | 


1 taking the Lorentz condition into account, 


Te a oF + Oon 9 


ee 


TD: 


ere ae Be . 
1 oun S: v4 
ae 2 ug * ps Dee ee ae os. OA + 


#2: Teer ee ae BOUe 


‘a - $08 Ae: ee 28, PO CIA 8 2,4, — 
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T py = ty 1 Ou» : 
Toe jee ae 
where the divergence of On and 6. vanishes : 
2, 6" — 3,0 =0. 


Both tensors Oy and On are given explicitly as follows : 
- 2 
6, = —0, A, Fe— 0,4, + & Ae Ay a, [1-+] aries 
a> | a? 
Eee a (1-+O) a, Ae + Sno| : a [1— FO) 4" + 


48, A? - 0,4°+ = Ag: (18? A? — 8¢.A®- 18.4? + DAe: n14)|+ 


Ae 27] : 
cara Ada eB oe me A, - OFS, aa q 


+ Fw: OF e+ & Ap + 18% A* — Fe 8, A + 8, Ay oF 


up 


* ree 2, AAO nya S oad: 8 At 5 


oe Or. > Fe semen tng oedt 


CO ey Ae 


————— 
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Pee the 0, 4,-1.6, 4°—0.4,° [le 4) = 


1 
Se ode 8, AZ CF, + ; OAwo ee 


Oda. OR — [eiede. 00,0, A, — [4% 0,0) 475-1 


a 1 
= re Ax >, a | A; te ae LI A; oy 5) Ay = 8, Qo Ao ‘ of a 


1 
= Sa A; = [J ol Op A, a cas we 2 al oe 0, A,| ° 


= 


srespectively. 


§ 4. Discussion 


It is well known in the original theory of Maxwell and Lorentz that 
‘if the classical field is quantized a special difficulty arises. Namely, on develop- 
‘ing the canonical formalism of the classical field the time component of the 
canonical impulse py vanishes identically. Therefore, it is not possible to eliminate 
,A, in the usual manner. 3 
In the theory of Popotsky py no longer vanishes. However, because of 
ithe vanishing of P, the quantization is encountered with the usual difficulty. 


As a result of our generalization 
“a ap x 
Dy p—SOje4+ O14 


and 


no longer vanish, which is very important from the point of view of the quan- 
tization of the classical field.* 

Finally, the interpretation of the constant 4 occurring in the Lagrangian 
of the field and in the field equation, respectively, must be dealt with. Obviously 
for the electrostatic potential (2,6) approaches the well-known potential of 


* This problem is also dealt with by PopoLtsky and a modified Lagrangian differing 
from that of our equ. (1,2) by a total divergence is introduced. J. PLEBANSKI, in Warsaw, 
drew our attention to this fact, for which we are greatly indebted to him. 

It should be mentioned, however, that the treatment developed above cannot be found 


in PopotsKy’s papers and that his deduction concerning the symmetrical energy-impulse 


tensor as well as the law of conservation is based on a quite different heuristical method. 


288 J. I. HORVATH and B. Vv ASVARI 


the Maxwellian field. This means phenomenologically that Popoisky’s generali- 
zation of the electromagnetic field is significant only in the immediate neigh- 
bourhood of the point charges and the centre of the electrons. Therefore, 
we can say that the range of the introduced associate Yukawaian field is 
determined by a which is characteristic for the difference between the Max- 
wellian and the introduced field of electromagnetism and, based on the 


well known mass-range relation of the mesonic theory, has the value 


where m is the mass of the quanta of the field. We have mentioned above; 
that a has a dimension of length. Therefore, it can be regarded as an arbitrarily 
introduced universal length putting it equal, e. g., to the classical radius of 
the electron, or to a suitably defined natural unit. In the following parts of this 
paper in the discussion of the interaction transmitted by the field this problem 


will be dealt with in detail. 
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The electronic structure of selenium and tellurium is investigated by applying the 
well-known theorems of quantum chemistry and the theory of solids. By taking the lattice 
structure of the crystal and the electronic structure of the atoms into account the energy band 
spectrum of semi-conducting selenium and tellurium is determined, a main characteristic of 
which is that the valence and conduction bands are composite. Both the valence and the 
conduction bands are superpositions of two bands. In one of the overlapping bands the mobility 
of charge carriers is small while in the other it is great. Some qualitative indication of the 
relative positions of the overlapping bands in given. CALLEN’s electronic structure scheme is 
analyzed in detail. 


Introduction 


In modern scientific and technical research diamond lattice type semi- 
conductors (diamond, silicon, germanium etc.) as well as selenium and tellurium 
play a great role. Both the experimental and theoretical aspects of the electronic 
structure of diamond type semi-conductors were investigated by numerous 
authors. Inspite of the great progress in this field of research the problem of 
electronic structure cannot yet be regarded as completely solved. The investiga- 
tions on selenium and tellurium are of more recent date and chiefly consist of 
very interesting experiments. The theory of these semi-conductors has recently 
been treated by CALLEN, who proposed an electronic structure based on the 
methods of group theory. The present paper is concerned, among others, with 
the critical discussion of this electronic structure. 

In the present paper an attempt is made to clear up the problem of the 
| electronic structure of selenium and tellurium. By way of introduction we shall 

survey the properties of the atoms in the VI, group of the periodic table. The 
variation of the size of the atomic orbitals and that of the position of atomic 
} energy levels with the atomic number will be considered in detail. At room 
temperature the solid state of the elements of the VI, group is more stable than 
| their gaseous state when they form diatomic molecules. An exception is oxygen, 
| which, already at room temperature, forms diatomic molecules. At higher 
| temperatures or under special conditions of excitation diatomic molecules are 
| also known to exist for the other elements of the VI, group. In §2 the structures 
\of X, and XY type molecules built up of the elements of the VI, group will 
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be investigated in order to compare the electronic structure of their bonds to 
those in crystals. §3 is partly devoted to the crystal structure of semi-conducting 
selenium and tellurium and gives an elementary explanation thereof. On the 
basis of the crystal structure the energy band spectrum of the electrons of 
selenium and tellurium is determined. On account of the anisotropy of the 
crystal this energy band spectrum has to be investigated separately in the main 
directions of the single crystal. For the determination of the energy band 
spectrum simpler group theoretical investigations are used. The energy band 
spectrum of the electrons 1s greatly influenced by the hybridization of atomic 
orbitals, the detailed discussion of which contributes much to the solution of 
the problems investigated here. 

On the basis of the electronic structure the infrared spectrum of tellurium 
and the X-ray absorption spectrum of selenium and tellurium are interpreted. 


The electrical properties of selenium, tellurium and their alloys have so far | 


been the subject of extensive experimental investigations. Based on the qualita- 


tive knowledge of the energy band spectrum of electrons and the potential 


distribution determining the mobility the reason for the anisotropy of electrical | 
conductivity can be given. Under high pressure tellurium exhibits ‘“‘metallic” | 


properties. This fact can be explained on the basis of the proposed scheme for 
the electronic structure, thus supporting BARDEEN’s theory. Of the electrical 
properties of tellurium special interest is due to the anomalous second reversal 


in the sign of the Hall coefficient and to the fact that at high temperatures 
(above 230°C) tellurium always is a p-type conductor, which can be explained : 
by the electronic structure given here. Obviously, the latter property is associated | 
with the peculiar electronic structure of tellurium and does not depend on the 


presence of impurities, which fact is confirmed by experiments. In § 4 of the 
paper the electronic structure proposed by CALLEN is criticized. 

We have attempted to determine the energy band spectrum of electrons 
ft such a manner that the requirements of the crystal structure are satisfied 
in any case. It will be shown that knowing the crystal structure an electronic 
structure can be obtained which makes possible the qualitative interpretation 
of most of the mechanical, thermal and electrical properties of selenium and 
tellurium which have been studied by experiment. It is interesting to note 
that while in the case of close packed lattices only few direct conclusions can be 
drawn from the crystal lattice as to the electronic structure, in the case of 


highly anisotropic lattices the main features of the energy spectrum of electrons 
is determined by the crystal structure. 


§ 1. The elements in the VI, group of the periodic table 


? lt, is a property common to oxygen, sulphur, selenium, tellurium 
= polonium that their atoms have the outer closed shells K, L, M and 
the partly closed shells N and O, respectively and six outer electrons 
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- . ¢ Rae) 
of (ns)*(np)* configuration. Here n is the principal quantum number of 


| the outer electrons. Of the outer electrons the ns electrons are attached far 


more strongly to the ionic core than the np electrons, which is clearly indicated 


| by the one-electron term values listed in Table (1,1). Thus the np electrons 


Table (1, I) 


Atomic ns and np terms of some of the elements of the VIy group. The term values 
are given in e*/a, atomic units. The values given in the Table for oxygen, sulphur and selenium 
were determined by J. C. Starer (Phys. Rev. 98, 1039, 1955). For tellurium neither theoretical 
calculations, nor experimental values are known, based on which the calculation of term values 
could have been carried out. The values for Po have been determined by the help of the uni- 


} versal potential introduced by the author (R. GAspAr, Acta Phys. Hung. 3, 263, 1954, R. GAs- 


PAR and K. MoLnAr-Ivanecsko, The electronic structure of the Po atom, unpublished). 


(a) S 


Se Te Po 

Dinas eae 4 5 6 
ns 119 f O07 0,77 — | 0,36 
np 0,585 | 0,43 0,40 = 0,17 


play a much more important part in molecular and metallic bonds. Fig (1,1) 
is a schematic representation of the radial densities of the 3s and 3p electrons 
in the sulphur atom. The arrow indicates half of the distance between the two 


closest atoms in the sulphur ring. It is clearly shown in the Figure that in the 


D Js 


Jp 


a? ih 


7 i i } The arrow indi- 
Fig. (1.1). Radial charge density of the 3s and 3p electrons of the sulphur atom. r 
ee of the distance between the closest neighbours in the sulphur ring. (Schematic figure) 


molecules and in the solid state forms of the lighter elements a considerable 


overlap of the electron orbitals is only to be expected in the case of np electrons ; 
} i. e. these can be expected to prevail in the corresponding bonds. Another 
| interesting fact shown in Table (1, I) is that the difference between the ns and 
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np terms decreases with the increase of the atomic number. From this fact we 
may draw the conclusion that the participation of the ns electrons in the bond 
of polonium, which is the element of the greatest atomic number of the VI, 
group, may already be appreciable. 

There is one more qualitative difference between the light and heavy 
elements of the VI, group. The inner closed shells of oxygen and sulphur are 
inert-gas-like; oxygen has a very compact helium-like ionic core and sulphur a 
less compact inert-gas-like shell of (2s)2(2p)* configuration. The outer electrons 
of selenium, tellurium and polonium, however, are in the field of a closed 
({n —1]d)! shell. This fact will be of importance in estimating the bond 
strengths of their atoms. 

The atoms of the elements of the VI, group form either diatomic molecules 
as oxygen, or rings as sulphur, or chains as selenium and tellurium [1]. At 
sufficiently low temperatures all these combine to form crystals with van der 
Waals bonds. The only exception is polonium, which crystallizes in a regular | 
cubic lattice. It can be shown, however, that the lattice of polonium can be | 
derived by simple linear displacement of the crystal planes from the lattice of | 
selenium and tellurium. Under extreme conditions (e. g. at higher temperatures, 
in discharge tubes, etc.) however, there exist X, type diatomic molecules of | 
the other elements of the VI, group as well; even SeO and TeO have been | 
observed to exist. In Table (1, IL) the equilibrium nuclear separation r,, the 
dissociation energy D, and the symbol for the ground state of these diatomic | 
molecules are given [2]. The data in round brackets are uncertain. The minimum 
nuclear separation values found for the crystals of the elements of the VI, 
group are also included in the Table, except for the minimum nuclear separation | 
in solid oxygen which practically equals the equilibrium nuclear separation of 
the molecule. The value headed by sulphur gives the minimum nuclear separa- 
tions in the rings of the rhombic sulphur crystal. For selenium and tellurium 
dis the minimum separation between nuclei in the chain of the semi-conducting 
crystal. Finally, for polonium d refers to the cubic crystal, which is stable at 
temperatures under 73°C. The Table clearly shows that both in molecules and 
solids the bond separation increases with the increase of the atomic number 


and that in the solids, except for oxygen, the bond separation is always greater 
than in the molecule. 


Let us investigate to what a change of the atomic orbitals the increase 
of the bond separations with the atomic number can be attributed. First let 
us consider the variation of the atomic core with the atomic number. The atomic 
core 15/2 positive ion of charge 6e, where e is the charge of the proton. The 
ionic radii r; also increase with the atomic number as the data in Table (1, I} 
clearly show. r,— 2r; is a slowly varying quantity (see the Table). This id 
already due to the greater part of the valence electron orbital outside the ionic 
radius. The outer maximum of the electron orbital is also in this region. 


ELECTRONIC STRUCTURE OF SEMI-CONDUCTING SELENIUM AND TELLURIUM 293 


~The quantity d—2r, is not exhibited in the Table, this can, however, 
be easily calculated from the data of the Table. Applying the above consideration 


it is evident that since the nuclear separation of the bonds in the crystal is 
greater than that in the molecule, the outer part of the valence electron orbitals 


Table (1, I) 


Some characteristic data of the elements of the VIy group. The following quantities 
are included: re, the equilibrium nuclear separation in the diatomic molecules of the elements 
_ of the VIp group; d, the minimum nuclear separation in the solid phases of the same elements ; 
Dy, the dissociation energy of the diatomic molecule; the symbol of the ground state; S, the 
sublimation heat of the solid phase ; r;, the radii of the positive ion of charge 6e, where e is the 
charge of the proton ; re — 2r;, the variation of bond separation due to that part of the orbital 

which is outside the ionic core. 


ce) | S | Se Te Po 
re (A) pda Tish wad 890 2,15 259 
d(A) | jenza 2.32 |. 2,86 3,34 
D, (eV) } 5,080 | 4,4 | 3,55 3,18 
Symbol of the state | sry sro (z+) 
s [| al gaeuehogn | 30 25 
mol 

| GOLDSCHMIDT | 0,34 | 0,35 
G ae 0,10 0,30 0,42 0,56 3 0,67 
(A) | Srockar 0,08 | 0,29 0,43 | 0,55-| 0,67 

PAULING 0,09 =" 3:0,29 : 0,42 0,56 

re — 2, (A) 1,0 1,3 PL? hal eee Wed 


taking part in the bonds of the crystal must also be greater. On the other hand, 
this increase of the size of the electron orbitals is accompanied by an increase 
of the strength of the bonds, because sulphur, selenium, tellurium and polonium 
are more stable in the crystalline form than in the gaseous form consisting of 
diatomic molecules. The problem is clear and a solution to it can be obtained 
by investigating the electronic structure of molecules and solids in greater 


detail. 


§ 2. Electronic structure of X, and XY type molecules formed from the elements 
of the VI, group of the periodic table 


One of the greatest achievements of the molecular orbital method is that 
it makes possible to explain by simple means the structure of homonuclear 
‘diatomic molecules. Of these molecules it is perhaps the O, molecule which 
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deserves the greatest interest. This molecule exhibits paramagnetic properties 
in contrast to the majority of homonuclear diatomic molecules which are dia- 
magnetic. As Oy, is the first element in the VI, group of the periodic table, 
the qualitative information obtained for the O, molecule also applies to the 
other diatomic molecules of this group. 

According to the LCAO molecular orbital method the molecular orbitals 
can be represented as linear combinations of atomic orbitals. Let us first inves- 
tigate the molecular orbitals formed from the atomic orbitals of the valence 
electrons. Since the most significant combination is the combination between 
states of equal or approximately equal energy, the combination of the atomic 
orbitals of identical principal and orbital quantum numbers can be expected. 
Of the p orbitals those of different magnetic quantum numbers (the energies 
of which are equal in the absence of a magnetic field) will not combine for 
symmetry reasons. Thus the molecular orbitals are 


(Oy ns), (1, ns), (Sg N Px), (7, N Py), (Ty N Pz)> (%g n Py); (%g n pz); (Fu 1 Px)> 


‘€ the molecular axis connecting the nuclei is the X axis [3]. For the molecules 
treated here the energy order of the molecular orbitals is determined by the 
following facts. Of the o orbitals those of u-symmetry generally have greater 
energy than those of g-symmetry. For the x orbitals the energy order is reversed. 
On the one hand, the ns atomic orbital lies a great deal lower than the np 
orbitals, and on the other, the overlap of the ns orbitals is smaller than that 
of np orbitals. Thus, both molecular orbitals formed from the ns orbitals lie 
lower than the ones formed from the np orbitals. Owing to the greater overlap 
of the atomic px orbitals the exchange integral of the o orbitals formed from 
the px orbitals is greater than that of the a orbitals. The symmetry axes of 
the px orbitals are identical, those of the py and p; orbitals lie parallel to each 


other but run at a finite distance from each other. Accordingly, the energy of | 


the bonding o, np, orbital lies lower, and that of the antibonding o, npx orbital 
higher than the energy of the x orbitals, which are not too far from the atomic 
np level. To illustrate the energetical order of the individual molecular orbitals 
we present Figure (2,1), which is well known from earlier papers [4]. On the 
basis of the electronic structure scheme shown in the Figure it is easy to account 


for the paramagnetic properties of oxygen. When assigning electrons to the 


molecular orbitals we take account of the principle of minimum energy and 


of the Pauli principle. Taking the spin of the electrons also into account the 
electron configuration of the O, molecule is 


‘ 


KK (ag 2s)” (04 28)” (0g 2px)? (tu 2py)” (Mu 2pz)” (%g 2py) (7g 2pz) « 


dhe last two states are occupied by electrons of unpaired spin which may give 
rise to. the formation of multiplets. According to Hunp’s principle [5] which 


/ 
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says that the state of maximum multiplicity is the most stable, the ground 
state of the O, molecule must be a “2 ostate. Lhis assumption is confirmed 
by experiments. The other states of the multiplet are 14, and pags lying by 
0,98 eV and 1,63 eV resp. higher than the ground state. HuNnpb’s principle is 
one concluded from experiment and proves very satisfactory. It is difficult, 
however, to support it theoretically, as, according to theory, one of the singlet 
states with paired spins ought to be the most stable. NorpHEIM-POscHL [6] 
has shown that the perturbation of the higher-lying *X states of the O, molecule 
makes possible the stabilization of the lowest 3x”, state and thus enables the 


oo ge state to become the ground state of the molecule. 


Fig. (2.1). Electronic structure of the O, moleeule (After H. HArrmMann l. c.) 


The above consideration seems to have the only defect that in setting up 
the molecular orbitals we have started from the orbitals of the separated atoms 
and have not investigated in detail the influence of the mutual approach of 
the atoms on the molecular orbitals, which we shall now attempt. 

Undoubtedly, in molecules, one of the most important effects of the 
mutual approach of the atoms is that the electrons move in a two-centre force 
field, in contrast to the one-centre force field of atoms. This justifies the assump- 
tion of the linear combination of atomic orbitals. Examining the situation 
more closely we find that the potential energy of an electron in the region 
between the two nuclei in the molecule assumes a considerably smaller value 
than the potential energy of the atom in the corresponding region. Thus the 
probability of finding the electrons in this region increases, which is made 
possible by the LCAO molecular orbitals. It is doubtful, however, whether this 


2* 
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increase of the probability is sufficiently great. It is known that the linear 
combinations built up of hybrid atomic orbitals increase the probability of 
finding the electrons in the areas between the nuclei to a much greater extent 
than the orbitals without hybridization do. The atomic ns orbital (for oxygen 
the 2s orbital) is used for the hybridization. Of course, the stability of the 
molecule does not increase beyond every limit with the increase of the 
electron density in the areas of smaller potential energy, because, owing to the 
Pauli principle, the kinetic energy may also considerably increase with it. The 
electron is confined to a small area and thus it has a large momentum. The 
energy will have its minimum at some medium stage of hybridization. 

There is, however, still another effect, which counteracts the hybridization 
in the O, molecule. This effect, in cooperation with the former, restricts the 
hybridization in the O, molecule to a much smaller extent than would be possible 
in another molecule. In Fig. (2.2) the effect of hybridization on the density 


eer. — 


Fig. (2.2). The effect of hybridization on the orbitals of atomic p electrons. On the left hand 
side of the Figure the contour curves of an s and a p orbital, on the right hand side that of a 
hybrid are exhibited. (After C. A CourLson Mes) 


calculated from the atomic eigenfunction is shown. With the increase of the 
hybridization parameter the density cloud is more and more shifted to the one 
half of the nucleus and its size increases. Accordingly, the strength of the o 
bond will have its maximum at a higher nuclear separation value because for 
lower kinetic energies a higher absolute value of the potential energy can be 
expected. The kinetic energy is a function rapidly varying with nuclear sepa- 
ration, whereas the potential energy varies comparatively slowly. If the non-— 
hybridized orbital is used for adjusting the equilibrium nuclear separation the 
rapid variation of the orbital with nuclear separation actually plays an important 
role, whereas, when hybridized orbitals are used, by properly varying the 
hybridization parameter within certain limits, it can be achieved that with the 
increase of nuclear separation the shape of the orbital significant for the potential 
energy varies in such a manner that the area giving negative contribution 
greatly increases. Meanwhile the orbital takes a shape which causes a con- 
siderable decrease in the kinetic energy too. Thus we see that the increase 


of the strength of the o bonds is associated with that of the equilibrium nuclear 
separation. . 

in Let us now investigate how the variation of the strength of the ver 
affects that of the total energy of the molecule. The total energy of the maalocule” 


; 
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can, to a first approximation, be composed of the energies of a o and a z bond. 


According to the above the energy of the o bond increases with the increase 
of nuclear separation. At the same time the energy of the x bond decreases 


since the mutual overlap of the Py and p, electron orbitals taking part in the 


- bonds decreases with the increase in nuclear separation. After all the equilibrium 


state is determined by the fact whether the energy variation of the o bond or 
that of the z bond is steeper. In the 0, molecule the 0°~ ionic core is very small, 
_ the respective electron orbits p, and p, of the two atoms (which take part in 
the bond) may closely approach each other. Thus in the O, molecule the 2 


bond is very strong and the hybridization of the o bond is low. 
To investigate the diatomic molecules built up of the other elements of 
the VI, group the problem of electronic structure must be treated in a much 


more general manner. For these molecules the size of the ionic core keeps increas- 


ing with the increase of atomic number. From this follows, on the one hand, 
that the orbital of the p, electrons taking part in the o bond also extends, 
increasing thus the atomic separation most favourable for the o bonds and, 
on the other, that the strength of the a bonds will also be affected. The z 
orbitals, as we have already mentioned, are created from atomic orbitals the 


“symmetry axes of which are straight lines running parallel to each other at a 
distance equal to the nuclear separation. If the nuclear separation increases 
_and the increase of the electron orbitals p, and p, cannot keep up with it, the 
overlap of the 2 orbitals and with it the strength of the a bonds decreases. 
If the o bonds are stronger than the z bonds, the solid form becomes more 
stable because in it there are two o bonds for two atoms, while in the molecule 
these are one o and one z bond. The same applies to sulphur, selenium, tellurium 
-and polonium at room and lower temperatures. Diatomic molecules of these 
elements can be observed to exist only under special conditions (at higher 
‘temperatures, in discharge tubes etc.). The data for these molecules are given 
in Table (1, Il). Spectroscopic analysis shows that the ground state of the S, 
‘molecule is a 3X’, state and that of the Se, molecule a 1X, state. The latter, 
however, requires additional confirmation. It is worth while surveying the 
values of equilibrium nuclear separation, as these are known up to tellurium 
(partly from electron diffraction experiments). These values form a well obser- 
-vable monotonous series exhibiting no anomalous value, not even for selenium. 
‘The regular behaviour of the series is still more obvious if the equilibrium 
nuclear separation of molecules is compared with the smallest atomic separation 
of solids. The difference between the two quantities amounts to about ~ 0,2 A. 
It seems most probable that the ground state of the Se, and Te, molecules is 
a 32’, state. . 

In any case the above considerations suggest that the determination of 
the electronic structure of the Se, and Te, molecules requires further experimental - 
investigation, which can be carried out in two ways. One way is spectroscopical, 


298 R. GASPAR 


by observing and analysing the spectra of Se, and Te, molecules. The problem 
can be decided by an accurate analysis of the ground state. We have seen, 
however, that the two ground states also differ from each other in their mag- 
netic properties. The 3, state is paramagnetic while the 12’, state is dia: 
magnetic. Thus the problem can also be decided by the methods of electronics, 
by observing the paramagnetic resonance effect. 

Of the XY type molecules of the VI, group SeO and TeO have been 
observed to exist. Both molecules can be observed spectroscopically. It would 
be important to determine the structure of both molecules accurately, as, 
according to recent studies on selenium semi-conductors, oxygen present in the 
air may play an important role in creating perturbation levels. It is possible 
that oxygen gets into the crystal lattice of selenium and tellurium through 
such types of molecules. From the theoretical standpoint the structure of these 
molecules can be described as follows. One of the constituent atoms in these 
molecules always is an oxygen atom of very small inner atomic core. The overlap 
of the orbitals of the p, and p- electrons taking part in the z bond is appreciable 
and the x bond is a great deal stronger than that of the homonuclear molecule 
created from the other (not oxygen) atom. Thus the strength of the a bond 
in the XO molecule may closely approximate that in the S, molecule ;_ the 
probable ground state is a 3y, state and the gas consisting of the molecules 
is likely to be paramagnetic. 


§ 3. The electronic structure of semi-conducting selenium and tellurium 


Of the elements of the VI, group oxygen in the solid state forms a molecular 
lattice consisting of O, molecules. Sulphur may be built up of rings, or, in 
another form, of chains of sulphur atoms, held together by strong van der 
Waals bonds. The red form of selenium also consists of rings built up of 8 atoms 
held together by van der Waals bonds. The semi-conducting form of selenium 
and tellurium also exhibits chain-like structure ; the chains are held together 
by strong van der Waals bonds. The stable form of polonium at low temperature 
exhibits a simple cubic lattice, from which the lattice of selenium and tellurium 
can be obtained according to A. J. Brapuey [7], by linearly shifting the lattice 
planes. In the following the crystal lattice of selenium and tellurium will be 
investigated and based on simple quantum chemical considerations the energy 
spectrum of an electron moving in such a crystal lattice will be determined. © 

The crystal structure is, of course, of decisive importance for the electronic 
structure. The most important data of the crystal structure are listed in 
Table (3, 1) where a is the distance of atoms in the same position in 
a aeons chains; cis the distance between atoms of similar position 
in the same chain; d is the distance of the closest lying atoms in thet 
same chain; b is the smallest distance between atoms in neighbouring 


eel . 
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chains and a is the valence angle. Figure (3,1) shows the crystal structure of 
}selenium and tellurium after A. von Hreret. The Figure clearly shows 
} the chains formed from selenium and tellurium atoms, respectively, and the 
hexagonal structure of the crystal. The Figure also shows the cubic structure 


Table (3,1) 


Characteristic constants of the crystal lattice of selenium and tellurium 


| Se Te 
——— — = — $$$ | = 
= : abe | 
a distance of atoms in the same position 4.34, mie 
in neighbouring chains : y 
¢ distance between atoms of similar position 4.9 5.92 
in the same chain 2 le 
b distance of the closest- lyi ing atoms in neigh- 7 
3,46 3,74 
bouring chains 
d distance of the nearest neighbouring atoms 
: 2 pair 2,86 
in the same chain 
a valence angle eLOSs5= 102,6° 


| of polonium from which the selenium and tellurium lattice can be derived. 
'A remarkable feature of the selenium and tellurium lattice is that in it the 
smallest distance d between atoms in the same chain is a great deal smaller 
than 6, the smallest distance between atoms in neighbouring chains. The chains 
wind up round the a axis (it is sometimes called the ¢ axis). The magnitude 
of the valence angle 105,5° and 102,6° resp. is much nearer to 90° than to 180°. 
The projection of the atoms on the plane perpendicular to the a axis exhibits 
hexagonal symmetry. 2 

First, the electronic structure of a hypothetical crystal will be investigated, 

: which is obtained by uniformly expanding the whole crystal lattice so that the 
atoms may not affect each other. In determining the proper linear combination 
of the atomic orbitals, however, we do not completely neglect the influence of 
the neighbouring atoms. This is taken into account insomuch as they take part 
in establishing the symmetry of the crystal. Thus, the atomic orbitals are 
combined and grouped according to the symmetry properties of the crystal 
field around a specially selected atom. Second, we only take the interaction 
of atoms in the same chain into account. Third, we describe the effect of the 

other atoms qualitatively too. We proceed by the same steps in setting up 

the orbitals of the electrons in the valence and the conduction band. These 
steps correspond to the order of physical importance as it can clearly be seen 

from the data of the Table (3,1) that the bonds between atoms in the same 
chain are much stronger than those between atoms in neighbouring chains. 

Thus, it seems to be quite natural to lay emphasis on the treatment of the chain, 
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because the properties of semi-conducting selenium and tellurium depend a great 
deal on those of the chain. 

According to the above programme, for the selection of the correct linear 
combination of atomic orbitals the perturbation of the two neighbouring atoms 
must first be taken into account. The symmetry group of the resulting pattern 
is the C,, group, the symmetry operations of which are the following: a C, 
axis which lies in a plane determined by the atom 7 and its two neighbours 
(2 and 8) and halves the ane (2, 7, 8) (see Fig. (3,1)). The symmetry operation 
o, is a reflection on the (2, 7, 8) plane and theo, is a reflection on the plane 
perpendicular to the (2, 7, 8) plane and containing the C, axis. All the elements 
of the group are of the first order. The group has four one-dimensional irreducible 
representations, which can be divided into two groups according to whether 
they are even (A, and A,) with respect to the operation C, or odd (B, and B,). 
This symmetry property must be pointed out because it will be of extreme 
importance for the further classification of the atomic orbitals. 


- 


Table (3,11) 
Characters of the Czy group 


Cen E Cc, Oy yr 
re 1 1 1 1 
A, 1 1 a = 
B, 1 a} 1 aa] 
B, 1 at Per 1 


Let us consider the selenium atom at point 7. The orientation of its orbitals 
is fixed by the direction of the axes x, y and z of the coordinate system attached 
to it in the conventional manner. (See Appendix I.) The coordinate system is 
set up in such a way that its origin is at point 7, the z axis is perpendicular to 
the (2, 7, 8) plane and the C, axis cuts the angle formed by the x and y axes 
in halves. In Appendix I the orbitals of the ns, np and nd electrons in the free 
selenium and tellurium atom are described. The radial parts are not given as 
their detailed form is not necessary for our qualitative considerations. The 
orbitals given in Appendix I do not form a basis for the C,, group. The proper 
orbitals can be obtained from the states of equal energy by forming linear 


combinations 
Wns » (A1) (3,1) 
PAp = Wnpx = Wnpy o (A;) 

WBp = Ynpx — Ynpy» (By) (3,2) 


Wn pz ? (B;) 
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Wndi? (A,) 

Pndye? (B;) 

Wndex? (A) § (3,3) 
Wad = Yndé, — YPndeés » (Ag) 
Waa = Wndeg + Pndes- (B,) 


We have indicated in the brackets, to which irreducible representation of the 
C,, group the orbital belongs. In the atom the p and d energy levels are 3 or 5 
times degenerate. In the selenium chain, however, these states are no longer 
degenerate ; they separate under the influence of the perturbing field of the 
crystal. The bands of the selenium chain are formed from these separated 
atomic levels. 


Before discussing the building up of selenium chains the advantages of | 


the use of hybrid orbitals will be investigated. When treating the molecules 
we have seen that the atomic orbitals taking part in the formation of hybrid 
orbitals are of the s and p type. It is known further that hybrid orbitals are 
suitable to account for the valence angle different from 90° [8]. Thus, if the 
orbitals of the ns electrons are combined linearly with those of the np, and npy 
electrons, respectively, by properly choosing the constants orbitals canbe obtained 
which have maxima in the respective directions 27 and 78, and in these directions 
the orbitals exhibit such shapes which make the bonds stronger. If the cal- 
culations are to be carried out by a product total eingenfunction i. e. we restrict 
ourselves to the first approximation of the molecular orbital method, then we 
must, of course, provide orthogonality for the individual orbitals to each other. 
This can be achieved by combining the np,, np, and ns orbitals linearly with 


properly chosen coefficients. Let us denote the hybrid orbitals in the follow- 
ing way 


Pnpxis = Pnpx aC Wns > 


Vnpyis = Ynpy + Yns > 
(3,4) 
Ynsix = Yns + Pnpx> 


Ynsiy = Yns + c Pnpy: 


The introduction of orbital (3,4) in Table (3,1)—(3,3) makes the following changes 

hecessary : in (3,2) to carry out the substitutions Ynpx — Pnpxiss Wnpy —> Ynpyis . 
and in (3,1) to replace y,, by Yrs + C (Wapx+ Wnpy)- As we have formed the linear — 
combination of the orbitals belonging to the identical irreducible representation — 


of the group the symmetry properties remain unchanged. Thus the new hybrid — 
orbitals are | 
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Wnsi = Yns + { Wnpx + Vnpyy > (A,) (3, La) 


) y= — A | a | ¢ 
WApi amd Pnpxis a F Wnpyis = Wnpx T+ Pnpy a0 2c Wns» (A)) 


api = Pnpx — Pnpy- (B,) } (3,2a) 
Ynpz > (B,) 
Pnar, > (A,) 
Vndry > (B,) 
Ynde. > (A;) (3,3a) 
Wad = Ynd eg — Pndeg? (A,) 
WBd = Wnd e, + Pndés - (Bele 


Now we proceed to determine the energetical order and the characteristics 
of energy bands. This determination is purely qualitative and is based on the 
following well-known facts. The orbital of metal electrons can be obtained by 
forming the linear combinations of the atomic orbitals 


Yu = ie Ci Yin- (3,9) 
iL 
Win is an orbital of the i-th atom ; n stands for all the quantum numbers. In (3,5) 
we have to sum over all the atoms of the lattice and over all states of the atoms. 
In practice, however, we have to sum over those states only the orbitals of which 
overlap. 

If the overlap of atomic orbitals is small the atomic level remains unaf- 
fected. If the overlap is large and the symmetry conditions are favourable the 
band formed will be of considerable width, the band width being determined by 


bij = B= yi Hyde, (3.6) 


where [jj is the exchange integral. p; and y; resp. are the eigenfunctions of the 
two states and H is the one-electron Hamiltonian. fj is significant only when 
iand j are neighbouring atoms, and is denoted by f. The theory has been worked 
‘out for linear chains. The generalization for non-linear chains and plane and 
space lattices is easy in principle, in practice, however, it leads to very complicated _ 
ealculations. The following considerations are but of qualitative character and 
thus several trivial results which can otherwise be obtained by the theory of 
linear chains will also be used. 

| First we shall treat the ns and np states, the electrons of which take part 
in the bonds. The electron in the ns state is strongly bound in the atom. The 
‘electron orbitals of the neighbouring atoms in the selenium chain do not overlap 
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to a great extent, not even at the real equilibrium nuclear separation. Combining 


with the orbital a small proportion of npx and npy orbitals does not change this 
fact very much. The band formed from the ns state is not too broad and it is 
not the ‘electrons of this band that contribute much to the binding energy. 
In the atom the np state has, apart from the spin, threefold degeneracy. The 
np state ceases to be degenerate owing to the perturbation of the crystal lattice. 
The energy change is the most significant for the valence band formed from the 
Wapi atomic state, since the greatest overlap between neighbouring atoms is 
that between the yapi orbitals, because these extensive hybrid orbitals lie along 
the internuclear axes and between them. Thus the valence band is one of con- 
siderable width, in which not only the lower edge of the band but the average 
value of the energy of the electrons in the band exhibits a considerable mini- 
mum. The upper edge of the band rises very slowly, or, it may occur that the 
effect of hybridization is so strong that the upper edge takes the shape of a curve 
exhibiting a minimum. 

The symmetry axes of the np; orbitals in the diatomic molecules of sele- 
nium and tellurium run parallel and closer to each other than in the semi- 
conductor. Thus, a weaker 2 bond is created. In the semi-conductor the symmetry 
axes are not only wider apart from each other but rotate round the internuclear 


axis by an angle of about 60°. Thus the band formed from the Ynpz orbitals is 
narrow, because the symmetry axes of the orbitals belonging to the various 
atoms lie on divergent straight lines and thus the overlap of the orbitals is 
considerably diminished. 
Finally, the position of the band corresponding to the ygp; orbital is the 
following. The pgpi orbitals are such that the density takes considerable values 
along the axis connecting the nuclei of selenium atoms. It has, however, a nodal 
plane which contains the C, symmetry axis and is perpendicular to the (2,7,8) 
plane. Its maximum value is reached in the neighbourhood of the plane perpen- : 
dicular to the C, axis. Along the internuclear axis the potential takes rather 
large values. If the chain structure of selenium is taken into account it is at once — 
evident that in the area surrounded by the chain, where the potentials of several 
ions superpose, the potential takes a larger value than in the area outside the 
chain where only the potentials of the two neighbouring ions are appreciable. 
The gp; orbitals in neighbouring atoms overlap fairly well. Most part of the 
overlap region, however, is outside the chain and thus the absolute value of 
B is rather small. The width of the band is not too great, this being determined 
oe by the magnitude of £. It should be noted that the large nuclear separation 
sie nies eae Hanis id iS aay of ee orbitals and with it ae magia | 
Pee eect apenas i! ie ot — also in that at the equilibrium | 
m it rises high above the valence band. This is 
Se eid if the band is originally antibonding (i. e. it exhibits no minimum) or ; 
if the minimum value of the lower edge of the band is at a much higher separation. 
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value than the equilibrium nuclear separation of selenium and tellurium.It must be 
kept in mind that the positions of the 4p; and Bp; states in the selenium chain 
are to a certain extent similar to that of the bonding and antibonding orbitals 
formed from the orbitals of the atoms in diatomic molecules. At a very large 
muclear separation the energies of the two orbitals are equal and in the equilibrium 
state the essential difference between the two orbitals is that there where the 
potential energy appreciably decreases on account of the mutual approach of 
ithe atoms, the gp; orbitals (antibonding orbital in the molecule) have a nodal 
plane in the solid while the Ap; (the bonding orbital) takes considerable values 
at that place. We may thus draw the final conclusion that the band formed from 
the gp; orbitals may separate from those formed from the other p orbitals and 
in the neighbourhood of equilibrium nuclear separation it is high above their 
upper edge. 

Of the conduction bands of selenium the most important are those formed 
from the excited nd orbitals of the atom because of the excited orbitals the nd 
‘orbitals are the lowest. This is confirmed by the experimental fact that the lowest 
‘excited states of selenium and tellurium atoms are multiplets belonging to the 
(ns)?(np)?nd electron configuration. The states created from the atomic states 


partly as linear combinations belong to the following irreducible representations 
lof the C,, group: ndy, and nde, to A,; ndy, to B,; Adto A,; Bd to Bp. 
Thus almost all the bands belong to different representations and it is justified 
to investigate the properties of the individual bands separately. The independence 
of the bands formed from the ndy, and nde, states in the zero approximation 
‘is directly shown by the atomic orbitals. Of the bands thus formed the ndy, 
band is the broadest. The orbital ynz,, is of such a shape (see Appendix I) that 
it exhibits high density on and around the internuclear axis and thus the orbitals 
of the neighbouring atoms overlap to a considerable extent. The ndy, band 
plays the most important part. To compare it with any of the p bands, the 
Ap; band would be the most suitable. The width of the Ad, Bd and nde, bands 
is a great deal smaller than that of the ndy, band, because in the direction of 
the o bonds (strictly speaking in a somewhat different direction) the electron 
orbitals have nodal surfaces. The width of the ndy, band is still smaller, because 
the orientation of the ndy, states is similar to that of the np, states and our 
‘remarks on the latter also apply here. Naturally, in the case of d bands as well 
‘as of bands formed from other atomic states the orbitals keep their atomic 
‘character all the more the less the atomic orbitals are superposed at the equi- 
librium nuclear separation of the solid. Thus in bands relatively narrow such as 
Ad, Bd, ndy, and nde, the atomic d character is kept in the solid body too, 
while in bands of great width such as ndy, the d character is smeared. 

: As regards the formation of bands only the properties of atoms in the 
‘chain have so far been taken into consideration. The forces pressing the chains. 
‘together are much stronger than the van der Waals forces acting between satu- 
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rated diatomic molecules, thus their effect cannot be neglected. Ther significance | 
will now be nvestigated from the standpoint of the principle of maximum overlap. | 
The influence of neighbouring chains is the weakest ae the valence band wherg 
owing to the use of hybrid orbitals, the density maximum of the orbital is ig | 
the area bounded by the chain. The perturbation of neighbouring chains | 
exerts the strongest effect on the ndy, and np, bands, which form bands of small | 
width in the chain. The orbitals of these stretch out to a great distance from th 
area bounded by the chain and in the neighbouring chains atoms of positiong 
favourable for overlap can also be found. In spite of this bands of appreciable 
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Fig. (3.2). Energy spectrum of the electrons of selenium and tellurium 


width are not created in this way as the distance between the ehains is sufficiently : 
great to prevent it by itself. 

After these preliminary considerations we now proceed to set up the com- 
plete electronic structure. The factors determining the relative positions of the 
bands are to be taken into account. Fig. (3,2) is a qualitative representation of 
the electronic structure of semi-conducting selenium and tellurium. The Figure 
seems to be most typical of the electronic structure of tellurium. The ns; band 
in tellurium lies far enough from the valence and conduction bands for its role 
to be neglected in connection with conduction problems. In such problems the 
position of the np and nd bands is of decisive importance. The orbitals of np 
electrons are larger than those of atomic nd electrons but the difference between 
the extents of the np and nd orbitals is not too great (in any case the difference 
is much smaller than between the corresponding electron orbitals in the hydrogen 
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atom). This difference increases if we take into account the fact that the electron 
orbitals of valence bands are hybrid orbitals, the extent of which may highly 
exceed that of the p orbitals. This may result in raising the lower edge of the 
nd conduction band at the equilibrium nuclear separation while the upper edge 
of the valence band scarcely changes its position or rises slowly. Between the 
two bands there is a forbidden energy gap, the magnitude of which rapidly de- 
creases with the decrease of nuclear separation and the two bands may overlap at 
a nuclear separation not much smaller than the equilibrium nuclear separation. 

In selenium the energy of the atomic s state lies lower and the difference 
between the p and d states is greater. Accordingly, the ns; band is shifted down- 
wards and becomes narrower as compared to tellurium, however, the forbidden 
energy gap between the bands formed from the p and d states increases in the 
equilibrium state and the p and d bands overlap at a smaller nuclear separation 
value (as compared to the equilibrium nuclear separation) in selenium than in 
tellurium. In polonium the shift is of the opposite direction. The difference bet- 
ween the s and p and the p and d levels, respectively is so small that on the 
one hand the ns; and Ap; bands melt together to one valence band and on the 
other the p and d bands already overlap at nuclear separation values greater 
than the equilibrium nuclear separation, which accounts for the metallic behaviour 
of polonium. 

The electronic structure described here is not contradictory to the well-known 
scheme of selenium and tellurium chains, according to which the main roles in bind- 
ing are played by the o bonds. There is one such o bond per atom in the selenium 
chain and each atom contributes one electron to each of the two o bonds starting 
from it. The remaining two electrons occupy the p, orbit which does not take 
part in the bond. In the molecule, however, of the four p electrons of the atom 
only one is found in a o bond, the other three take part in a bonds. Of the x 
electrons two are bonding and one is antibonding and thus only two electrons 
per atom take part in keeping the molecule stable, one of them in a o and the 
other in a 2 bond. The stability relation between the diatomic molecule of the 
solid of chain structure is determined by the relative strengths of the o and z 
bonds. In the case of selenium and tellurium the hybrid orbitals favourably 
influence the creation of strong o bonds, which cannot be counterbalanced by 
the x bonds weakened by the extensive electron orbitals of the electrons in 
the o bonds. 


§ 4. Electronic structure of selenium and tellurium according to Callen 


The electronic structure of selenium and tellurium has been treated theore- 
tically by several authors [9]. It was CALLEN who first dealt with the problem 
in much detail. To explain the electronic structure of selenium and tellurium 
(for brevity both are referred to herafter as tellurium) CALLEN simplified the 
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urium in such a way that he replaced the tellurium chain | 


crystal structure of tell 
cted with each other through 


by an atomic chain in which the atoms are conne 
their np, electrons and the eigenfunctions of the np, and npy electrons overlap | 
but to a small extent. CALLEN’s second assumption is that the hexagonal sym- 

metry of the tellurium chain can be replaced by tetragon alsymmetry without any | 
infavourable consequence. The point group of this hypothetical tetragonal | 
erystalis Dap, and the orbitals of the separated atoms can be assigned to irreducible | 
representations in a manner described in Appendix I. By bringing the atoms nearer | 
to each other the true chain is obtained. The np and nd levels, which are degenerate | 
in the separated atom, split up in a way determined by the symmetry conditions | 


Energy 


le- true /attice parameter 


Lattice Parameter 
F } 
Fig. (4.1). Energy band spectrum of the electrons of tellurium. (Schematic figure according | 

to H. B. CALLEN) ) 


| 
| 


of the perturbing field represented by the crystal lattice. The orbitals belonging: 
to identical irreducible representations and to the same level of the free atom! 
may remain of identical energy. Thus the threefold degenerate atomic np level 
splits up into two groups, of which the np, belongs to Ag, and np; and npy to 
the two-dimensional E,,. Thus in the real crystal the p level splits up into one 
non-degenerate and one degenerate level, which can accommodate 2 and 4 elee- 
trons per atom, respectively, taking the spin also into account. By inspecting 
the atomic separation we may observe that in the tetragonal crystal the np, 
band is broad and the degenerate np, and np, bands are narrow. The | 
nd level splits up into three non-degenerate and one doubly degenerate bands. 
es the tetragonal crystal the band widths will be different. Some of the band: 
pill be narrow and some broad. The electronic structure proposed by CALLED 
is shown in Fig. (4,1), Unfortunately, this electronic structure is entirely fals 
because the underlying crystal lattice has nothing to do with the er atal late 
of selenium and tellurium. This is confirmed by the following abe The val) 
of the valence angle in the real chain is 105,5° and in CALLEN’s cha 180° 
In the real selenium chain any selected atom is connected to its two neipibol 


: 
: 
; 


ELECTRONIC STRUCTURE OF SEMI-CONDUCTING SELENIUM AND TELLURIUM 309 


by two different electron orbitals (e. g. the npx and npy orbitals). The valence angle 
|/now is 90°, a relatively small distortion of which is the value of the true valence 
angle 105,5°. In CALLEn’s chain any atom is connected to its two neighbours 
by the two ends of one atomic orbit (correspondingly the valence angle is 180°). 
Thus the difference between the true chain and that of CALLEN is not small and 
|) quantitative but essential and qualitative. An interesting consequence of this 
as regards the electronic structure is e. g. that according to CALLEN at the equi- 
librium lattice parameter value there is no electron in the orbital which would 
hold the chain together. The electrons occupy orbitals perpendicular to the chain 
jand the atoms are held together to form layers by very weak forces. Thus 
CALLEN’s chain splits into atoms and CALLEN’s tellurium to layers. CALLEN’s 


model contradicts to even the most trivial properties of the tellurium crystal 
and not much reality can be attributed to the electronic energy band spectrum 
introduced by him on the basis of this model. We shall not deal here with the 
contradictions which may arise from the more detailed discussion of this electronic 
structure. 


Appendix I 


Atomic orbitals in the molecular and crystal theory and some of their properties 


In the outer, non-closed electron shells of the atoms of the VI, group of 
the periodic table there are ns and np electrons. In addition to these for the 


excited states of the molecules (crystal) the energetically lowest excited states 
of the atom must also be taken into account. These are nd states. It is suitable 
to survey these states of the atom and to arrange them with special regard to 
the symmetry properties of the solid. 

The orbitals of the ns, np and nd electrons are 


Vas =fo(t). (I 1) 


Ynpx =p (r) es = fy (r) sin) cos@ , 
r . 


Ynpy =Sp(7) Zs = fp (r) sind sin 9 , (1,2) 
r 
Opn = fp (Fr) ‘- = 4,4r) cos; 


Vn», = Sa (1) (222 — x2 — y*)/r? = fa (7) (3 cos? 9 — 1), 
Pde Sake) (en ¥) re = fa (r) sin? ? cos29, 

Wade, = fa(r) xy/r* = fal”) sin? J sin 29. (1.3) 
Vn-e, =Sfa(r) xa/r? =f (r) sin 0 cos 0 cos 7, 

Paseareha (r) yz/r? = fa (r) sin 8 cos 0 sin ¢ . 
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In listing the orbitals (I,1), (1,2) and (1,3) we have taken into account that 
real orbitals are to be used. The contour surfaces of these orbitals are shows in 
Fig. (1,1). The contour surfaces are such surfaces of equal electron density inside 
which ~ 90 per cent of the total electronic charge 1s found. In the Figure we have 
indicated the irreducible representation of the D4, point group to which the 
eigenfunction belongs. In Table (1,1) we have listed the characters of the point 


Y% (Eu) y, (Ey) 


= 


N+ 


Ya (Ato) nd a Yd (Byy) nd 


Fig. (1.1). Orbitals of the separated atoms and their symmetry properties according to the 
Dan group. (See H. B. CaLen 1. c.) For the d orbitals the notation used in the present paper 
A 4 
4 
are similar to nde,, except for lying in the x —z and y —z planes, resp. instead of the 
x —y plane. y 


is also included. nde, is similar in shape to ndy,, rotated through an angle . nde, and nde, 


group. The notations used in Fig. (1,1) are identical with those in the Table. 
The point group is of the sixteenth order and the elements can be grouped © 
into ten classes. The elements generating the group are: Cj, a rotation through 
a quarter of a full angle round the Z axis ; C2, a rotation through z round the 
X axis perpendicular to the Z axis. i means the inversion. The individual columns — 
- of the Table are headed by the elements representing the class obtained as the 


| 
product of the generating elements. According to the operation of inversion the — 


3 
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ten irreducible representations can be divided into two groups, to an even (g) 


and an odd group (u). There are eight one-dimensional and two two-dimensional 
irreducible representations. 


Table (1,1) 
Characters of the Dan point group 


eee eee mrmene sects ch the Pai point group a ele oa 
| | : 
| a hae] S os 4 2 SSN ees ec iC ICC; 
| | (Gy? | eC)? | CCDs | | czy | scX(c%): | ick (cs 
ae Lat Payee} 1 1 1 1 1 1 
VSS ee ee | 1 inet! le de) oy chan] | 
ip, So ae i 1 2] 1 1 Wesel =" 
SAS te Os ee Sy es es 1 1 
cee ea? aaa eee a ee | 2 | —1 1 Past 1 —1 
izes he OR a em 1 a ae Pas iS een 1 
cg | | Lae 1a 1 Vs Galiee ces Weg | 1 
Perl te ale ly Wha), esl 1 it) 1 1 1 —1 
Eg | 2 |—2 0 0 2° | 229 0 0 
Ey 2 |—2 0 0 —2 2 0 0 
| 
REFERENCES 


1. See e. g. A. R. von Hipret, J. Chem. Phys., 16, 372, 1948. 

2. See e. g. G. Herzperc, Molecular Spectra and Molecular Structure I. Spectra of Diatomic 
Molecules, pp. 502—581, D. Van Nostrand Comp., 1953; LANDoLT—BORNSTEIN, Zah- 
lenwerte und Funktionen, Vol. I, Part 4, Kristalle, pp. 523—525, Springer Vlg., Ber- 
lin, 1955. 

3. See e. g. H. Harrmann, Theorie der chemischen Bindung auf quantentheoretischer Grund- 
lage, p. 191, Springer Vlg., Berlin, 1954. 

4. See e. g. H. Hartmann lI. c. p. 193. } 

5. F. Hunn, Linienspektren und periodisches System der Elemente, J. Springer, Berlin, 1927. 


6. G. Norpuem-Péscut, Ann. Physik, 26, 258, 1936. 


7. A. J. Brapiey, Phil. Mag., 48, 477, 1924; N. K. Suarrery, Phys. Rev., 21, 378, 1923; 
ibid. 25, 333, 1925; see also A. R. von Hippet l. c. 

8. See e. g. C. A. Courson, Valence, p. 187, Clarendon Press, Oxford, 1952. 

9. H. B. CALLEN, J. Chem. Phys., 22, 518, 1954. 


3NEKTPOHHAA CTPYKTYPA MOJIYNPOBOQHMKOB TEJIIYPA HW CEJIEHA 
P. FAWIIAP 


Pesrwme 


Vccnenyerca aleKTpoHHad CTpyKrypa Tesypa HM CeseHa Ha OCHOBE XOPOL0 U3BECTHBIX 
pesybTaTOB TeOpuH KBaHTOBOH XMMMM M TBepsOrO Tema. OnpeenseTcA ceKTp 9HeprHun 
QeKTPOHOB MOMYMPOBOAHMKOB TesIypa M CeleHa, YYMTbIBAA H3BECTHY1O CTpyKTypy PpelleTKH 
KpuCcTasIa M 31eKTPOHHy!0 CTpyKTypy aTomos. ['aBHoii xapakTepMCTHKOH CleKTpa 9Heprun 
ABNACTCA CNOMKHOCTh 30H BaJIEHTHOCTM HM TpoBoguMocTH. TlocneqHHe ABIAIOTCA HasIO>KeCHHeM 
yByx 30H. B ogHoi “3 HUX MOJBHXKHOCTh HOCHTeTeH 3apANOB Mala, a B aApyrol — BenuKa. 
CraTba OKaHaMBaeTCA KpHTHKOM KapTHHbI 91eKTPOHHON crpyKryppr Ka-wiena. 
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(Presented by P. Gombas. — Received 3. VII. 1956) 


In an earlier paper [1] the energy band spectra of the metal electrons of selenium and 
tellurium have been determined with the aid of quantum chemical considerations. Based on 
these energy band spectra the present paper is concerned with the theoretical interpretation 
of the dependence of the infrared absorption spectrum of tellurium on the polarization of 
incident radiation, the soft X-ray absorption spectrum of selenium and tellurium, the aniso- 
tropy of electrical conductivity and the anomalous variation of the Hall coefficient of tellurium 
with temperature. 


Introduction 


In an earlier papar [1] the crystal structures of tellurium and selenium 
have been studied in detail. It has been shown that the crystal lattice of tellurium 
can, to a first approximation, be resolved into chains consisting of tellurium 
atoms. To investigate the behaviour of the energy terms of the atoms as regards 
the symmetry of field established in the chain we may select from the states linear 
combinations out of which we build up the eigenfuctions of metal electrons. 
The symmetry group is the C:, group and the symmetry operation most impor- 
tant for the absorption spectrum is the C, operation. (For a detailed description 
of the symmetry group and its elements see [1].) The functions and elements 
invariant with respect to the C, operation are grouped in class A, while the 
antisymmetrical functions and elements are grouped in class B. This grouping 
makes possible to set up the eigenfunctions of metal electrons and provides 
qualitative information as regards the relative positions, widths and densities 
of states of the bands. Based on the above considerations the energy spectrum 
lof the metal electrons of tellurium has been determined as shown in Fig. (3,2) 
of paper [1]. Fig. 1 below shows but a small part of the spectrum which corre- 
sponds to the equilibrium state. It can readily be seen that the two most critical 
parts of the energy spectrum, i.e. the valence and the conduction band are 
composed of several bands. The valence band is the superposition of two bands, 
namely the Ap; and the np, band. The Ap; band contains the electrons which, 
to use the everyday terms of chemistry, hold together the tellurtum chain 
by single bonds. The electrons in the np, band are similar to the z electrons 
of organic compounds with the essential difference that the p, orbitals on the 
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different atoms are not parallel to each other, but the directions of the d axes 
form an angle of about 50°. The conduction band also is a superposition. of 
several bands. Of the d bands the most important is the nd y, band, its position 
being similar to that of the Ap; band. The other d bands are narrow and do “a 
play any part in conduction or optical problems. One of the most important anc 
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Fig. 1, Energy spectrum of the metal electrons of tellurium. The letters A and B in brackets 
refer to the behaviour as regards the symmetry operation C, (see the text for more detail). 


typical component bands is the Bp; band, which plays an important part in | 
conduction problems owing to its high density of states and in optical problems 
owing to its 7 structure. In the present paper an attempt will be made to interpret 


some optical and electrical properties of selenium and tellurium on the basis 
of the above electronic structure. 


§ 1. Interpretation of the infrared and soft X-ray absorption spectra 


One of the most interesting properties of tellurium is the anomalous 
behaviour of its infrared absorption spectrum. The diagram taken from the 
spectrum by Lorerskt [2] is shown in Fig. (1,1) where the transmission is plotted 
against the energy of incident quanta. It is clear from the figure that the shape 
of the absorption spectrum greatly depends on the polarization of incident radi- 
ation. If the radiation is polarized perpendicular to the hexagonal axis of the 
chain the absorption begins to occur at lower frequencies than if the polarization 
is parallel to the hexagonal axis. The forbidden energy gaps obtained from the 
two absorption band edges by A. NussBaum are 0,36 eV and 0,32 eV, respectively, 
which clearly indicates that the difference is not too great. This is also soar 
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shown in Lorerskt’s figure. The theoretical explanation of this interesting 
experimental fact is the following. é 

Let us investigate the case when the tellurium atoms are at very great 
distances from each other, keeping, however, their chain-like arrangement. 
The selection rules obtained for such an arrangement will apply, although only 
approximately, to the semi-conductor too. 


| 
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Fig. (1.1). The infrared absorption spectrum of tellurium by Lorerski (Phys. Rev., 93, 707, 
1954). The transmission is plotted against wavelength. x —x the electrical field is parallel, 
«—--- -« the electrical field is perpendicular to the C axis 


For an absorption taking place between an initial state »; and a final 
state y; induced by a field the intensity of which has the direction of the unity 
vector ¢, the transition probability is proportional to 


|S vile: V) yar. . (1,1) 


In the infrared absorption measurements the directions parallel and per- 
pendicular to the chain axis were distinguished. The gradients taken in these 
directions occur in (1,1). It is well known that the symmetry properties of a 
gradient taken in a certain direction agree with those of a straight line in that 
direction. The axis of the chain, the so-called hexagonal axis, also plays a distin- 
guished role both in the crystal lattice and in the symmetry operations associated 
with the atoms [1]. All the C, axes associated with the atoms intersect it and 
it is invariant with respect to the C, symmetry operations. Its orientation, if 
taken into account, is reversed by the C, operations. If the hexagonal axis is to 
be associated with irreducible representations it must be grouped into class B. 
In the single crystals the hexagonal axes of the chains are parallel. Obviously 
the direction of these will play a distinguished part in the single crystal as well. 
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Studying the directions perpendicular to the hexagonal axis we see - 
none of them can be distinguished with respect to the symmetry operalione 
except for some very special directions in the individual atoms. However, if the 
atoms of the chain are also taken into account it is no longer possible to distin- 
guish these special directions, either, thus the gradient taken in such a direction 
cannot be assigned to any class as regards its symmetry properties. On the basis 
of the above properties the value of (1,1) can already be estimated. If of the three 
quantities in the integral the number of quantities belonging to class B is odd 
the integral vanishes, because the whole integrand is antisymmetrical. If 
the number of quantities belonging to class B is even, the integral may differ 
from zero, because regarding the C, operation the integrand is an even func- 
tion. In the ground state the electron is in the valence band. After absorption 
it is raised into one of the conduction bands. The valence band comprises two 
components: the Ap; band belonging to class A and the np; band belonging 
to class B. The upper edge of the np, band lies higher then that of the Ap; 
band. Of the conduction bands the lower edge of the ndy, band lies lowest. 
This band belongs to class B. The other conduction bands lie higher. Some of 
these bands belong to class B and some to class A. If the polarization of 
incident light is parallel to the hexagonal axis (e\7) belongs to class B and 
thus a transition from a state in class A is only possible to one in class B 
and vice versa. Thus there will be no transition from the np, band at the upper 
edge of the valence band to the lowest-lying ndy, band, but only to some other, 
higher-lying d band. If the incident light is polarized perpendicular to the hexa- 
gonal axis (¢\7) is in general not invariant with respect to any symmetry ope- 
ration and (1,1) does not vanish. Therefore no selection rules are obtained 
and a np, —> ndy, transition with a smaller forbidden energy gap than before 
becomes possible. However, under the np, band there is the Ap; band belonging 
to class A, from which there is transition to the ndy, band, which accounts for 
the fact that the difference between the absorption spectra taken with two 
kinds of polarization is very slight. 

P. Givens and collaborators [3] have measured the absorption spectrum 
of thin tellurium films in the soft X-ray region. As was shown by Du Monp [4] 
this spectrum is very suitable for the determination of the density of states 
in the conduction band. The spectrum is shown in Fig. (1,2). The absorption 


band having two peaks at a photon energy of about 40 eV can easily be identified : 


with the absorption band obtained when electrons are excited to the conduction 
band from the Nyy and Ny levels. The two distinct peaks are very typical, which 


indicates that the part of the conduction band taking part in the absorption — 
is narrow and its density of states is very high. According to the atomic selection © 


rules, which are approximately valid, the transition probability differs from zero 
only if Al = + 1. As the initial states, i.e. the Njy and Ny levels are d levels, 


for the absorption only p and f levels are to be taken into account. The f levels . 


- 
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slie too high. Of the p levels only the Bp; band is empty. This is, however, pre- 
isumably narrow enough to account for the peculiar absorption spectrum observed. 
As for the application of atomic selection rules to the spectrum of solids these 
ican be applied all the more the more the electronic orbitals in the solids keep 
itheir atomic character. If the one-electron orbital in the band can be regarded 
tas a linear combination of atomic orbitals, then those one-electron orbitals where 
ithe exchange integral 6 (and with it in most cases the overlap integral S) is 
ismall have an almost negligible combination of atomic orbitals. Such one- 


i : Z . 3 : 
jelectron orbitals of the solid keep their atomic character to a fairly good appro- 
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Fig. (1.2). The absorption spectrum of tellurium in the soft X-ray region by Givens (Phys. 
Rev. 97, 52, 1955). Abscissa is the wavelength of radiation, viz. the energy of the photon. 
Ordinate is the absorption coefficient. 


imation and the energy bands are narrow owing to the smallness of 6. The 
broad bands keep their atomic character but to a smaller extent. These may 
exhibit a behaviour different from that prescribed by the selection rules. E. g. 
he narrow bands out of those formed from the d states of selenium and tellur- 
ium are forbidden by the selection rules, the broad band, however, is not 
significant owing to its low density of states. 

It has not.yet been possible to identify the very broad band exhibiting a 
aximum at ~ 80 eV. It probably results from the superposition of several 
ands. It is still more probable that it is due to the background. 


§ 2. Electrical properties of tellurium, selenium and their alloys 


The electrical properties of the single crystals of selentum were investigated 
y H.W. Henxets [5]. At room temperature the dark resistivity of single 
ystals is 1 or 2 X 10° ohms parallel and 5 x 10° ohms perpendicular to the 
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hexagonal axis. The asymmetry of the resistivities indicates that the mobility 
of the charge carriers is greater in parallel than perpendicular to the chain ; 
however, the same order of magnitude of the resistivities shows that the essential 
mechanism of conduction is the same in both directions. As, according to the 
evidence obtained from measurements, the charge carriers are holes and in 
the temperature range of the measurements intrinsic semi-conduction was not 


observed, the construction of the valence band should be studied more closely. 


As Fig. (3,2) of paper [1] readily shows the valence band is the superposition | 


of two bands: the Ap; and the np;. At the upper edge of the valence band the 
npz states prevail, but somewhat lower (~ 0,04 eV, see the facts relating to the 


infrared spectrum) there are states which belong to the Ap; band, which is of | 


higher mobility. The mobility of the holes in the Ap; band is much greater 


parallel to than perpendicular to the hexagonal axis, because in parallel to the | 


hexagonal axis the potential well in which the holes move is fairly “smooth”, 


while in the perpendicular direction the holes must cross potential barriers. The | 
value of the mobility is markedly influenced by the extent of the overlap of | 


atomic eigenfunctions (e. g. if the atomic orbitals do not overlap, the mobility 
value is certainly zero). For the states of the Ap; band the overlap is much 


greater parallel than perpendicular to the chain, which confirms our former | 


statement. The mobility of the holes in the states of the np, band is approxi- 
mately of the same order of magnitude in both directions as both parallel and 


perpendicular to the chain the overlap of atomic eigenfunctions is small. Parallel ) 


to the chain the reason for this is that the axes of atomic p orbitals are far from 
each other at a distance equal to that of a o bond and form an angle of ~ 60° 
(in the case of an angle of 90° the orbitals would be orthogonal) and perpendi- 


cular to the chain that the chains are widely apart. Perpendicular to the hexa- | 


gonal axis the mobility of the holes is of the order ~ 0,1.cm?/sec. In parallel to 
the axis this is three times as much, which can be attributed to two reasons. 
First, as has already been mentioned, there is the Ap; band lying by 0,04 eV 
lower, in which the mobility of holes is much greater than in the np, band. 
me about room temperature only a fraction (115) of the.charge carriers can be 
in the Ap; band, owing to the difference of ~ 0,04 eV between the upper edges 
of the bands. % 
This proportion is made still worse by the apparent difference between 
the densities of states of the Ap; and np, bands. Thus it seems probable that 
nae difference between the mobilities parallel and perpendicular to the hexagonal 
axis.is partly due to the different mobilities in these two directions of the holy 
in the np, band. The mobility exponentially increases with the increase of tent 
perature. The electronic structure given here also suggests a rapid increase ia 
the average mobility. The number of holes moving in the states of the Api 
t 


band of high mobility i i 
y increases with t 4 . 
asic 1 emperature, markedly increasing “I 
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Of the elements of the VI, group tellurium has the most interesting electrical 
} properties. It is a typical semi-conductor in which, at room temperature and 
} atmospheric pressure, the width of the forbidden energy gap between the filled 
; valence and conduction bands is 0,38 eV. The first closer investigation into the 
jelectrical properties of tellurium was carried out by P. W. BripcMAn [6], who 
} studied the electrical conductivity of the tellurium single crystal as a function of 
pressure. He found that at a pressure of 30 000 kg/cm? the resistivity of tellurium 
} decreases to less than a 600th part of the original resistivity. Later BARDEEN 
[7] showed that the great change in resistivity is due to the fact that in tellu- 
rium the forbidden energy gap between the filled valence band and the empty 
conduction band continuously decreases with the increase in pressure and 
at a pressure of about 30000 kg/cm? it becomes so small that at pressures 
higher than that tellurium begins to exhibit metallic properties. At a pressure 
of 45 000 kg/cm? tellurium undergoes a change of phase. It is probable that 
the new phase also exhibits metallic properties. 

In an earlier paper BRIDGMAN [8] showed that under hydrostatic pressure 


tellurium expands parallel and shrinks perpendicular to the hexagonal axis. 
The relative change in length parallel to the hexagonal axis is 


Al/l = 4,137 - 10-7 p — 9,6 - 10-12 p?, (2,1) 
(p being measured in kg/cm? units) and perpendicular to that axis 
All = — 27,48 - 10-7 p + 52,7 -.10-? p?. (2 2) 


Thus with a slight increase of pressure the chains come nearer to each other on 
the one hand, and on the other they stretch out. Evidently the stretching out 
of the chains is not due to an increase in the bond separations but only to some 
slight distortion in the valence angles. It is even probable that, the stretching 
out being relatively small, the bond separations within the chain slightly decrease. 
At higher pressure the terms of higher order in formulae (2,1) and (2,2) are also 
important and the relative change of length parallel to the hexagonal axis beco- 
mes negative, indicating that the change of the valence angle is no more 
_able to compensate for the contraction of bond separation. 
Let us investigate how the increase of pressure affects the band structure. 
The increase of pressure most markedly affects the np, band because it is the 
overlap of the np, orbitals which most markedly increases with the decrease of 
distance between the chains. The width of the np, band rapidly increases with 
the increase of pressure and, as the height of potential barriers decreases, in 
this direction the mobility of holes also increases to a large extent. Parallel to 
the chain axes the overlap of np, bands increases but to a smaller extent and 
thus in this direction the change is smaller. On the one hand this change in the 
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band structure tends to diminish the anisotropy of conductivity between the 
directions parallel and perpendicular to the hexagonal axis. On the other, with 
the increase of pressure the width of the forbidden energy gap between the 
valence and the conduction band decreases. With the increase of pressure the 
width of the nd, band increases first slowly, then somewhat more rapidly, 
which fact also contributes to the gradual decrease in the width of the energy 
gap. In selenium the conditions are the same and only quantitative discrepancies 
are possible, which can mainly be attributed to the greater energy difference 
between the p and d levels. Considering that, as compared to the forces acting 
in semi-conductors, the increase of forces exerted by the increase of pressure is 
relatively small, these quantitative differences are also very important. E. g. in 
tellurium the width of the forbidden energy gap highly exceeds that in tellurium 
and may approximate to 1 eV. This is suggested by the relatively high conduction 
activation energy of liquid selenium [9] and by the fact that in Se-Te alloys 
the width of the forbidden energy gap increases with selenium concentration. 
In the following we shall return to this problem in more detail. 


Many properties of the elements in the VI, group vary continuously with 
the increase of atomic number, yet selenium and tellurium distinguish them- 
selves by the great similarity of their electronic structures and the identity of 
their crystal lattices. These two facts suggest that selenium and tellurium may 
be substituted for each other in the crystal lattice. Accordingly, both elements 
are soluble in each other in all proportions. E. Grison [10] has shown that these 
alloys actually exist. By the methods of X-ray analysis he has shown that there 
may not exist separate selenium and tellurium chains in the alloy, the whole 
alloy being built up of identical chains in which the sequence of identical atoms 
is very short. The dimensions of the unit cell parallel to the hexagonal axis vary 
significantly with concentration. This variation is linear.In the direction per- 
pendicular to the hexagonal axis the variation cannot be regarded as linear, — 
it is, however, very slight (about 2s . 

The electrical properties of tellurium have been investigated by several 
authors. Here we want to refer to NussBAuM’s [11] measurements, who investi- 
gated the electrical properties of tellurium-selenium alloys too, namely of alloys 
of small selenium concentration. In his measurements the maximum selenium 
concentration was 15 percent by weight. One of the most interesting results 
he obtained is that the width of the energy gap between the valence and the 
Suey increases with the increase in selenium concentration. By linear- 
ly extrapolating his results to zero tellurium concentration we get an energy 
gap width for selenium, which is in agreement with the direct measurements. 
These experiments make possible the further generalization of our electronic. 
a as aoe es a 
he arearaigin pene ase Jot le distance of be 

greater in selenium than in tellurium owing to which 


: 
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} the forbidden energy gap between the valence and the conduction band is a 
igreat deal broader in selenium than in tellurium. The results obtained for the 
tforbidden energy gaps of tellurium-selenium alloys show that the transition 
= the two semi-conductors is to a good approximation linear. This also 
¢ follows theoretically from the fact observed by Grison that selenium and tellur- 
tium can be substituted for each other in the chain in all proportions. The 
jelectronic structures of selenium and tellurium atoms are very similar, the 
§strength of the selenium-tellurium bond is intermediate between the strengths 
of the selenium-selenium and tellurium-tellurium bonds (Grison suggests that 
@the strength of the selenium-tellurium bond is the geometrical mean of the 
strengths of the selenium-selenium and tellurium-tellurium bonds). The positions 
of the individual bands and the width of the forbidden energy gap are determined 
by these factors and there is not a single one among them which would contradict 


éthe linear variation with concentration. 


§ 3. Interpretation of the Hall effect observed in tellurium 
and in tellurium-selenium alloys 


A very interesting property of tellurium is an anomalous second reversal 
in the sign of the Hall coefficient in the intrinsic semi-conducting region at 230°. 
This second reversal is to be distinguished from that which takes place in “‘pure”’ 
tellurium at —40°C when the p-type impurity semi-conductor becomes an 
n-type intrinsic semi-conductor. Borrom [12] has investigated how the tempera- 
ture of the double reversal in the sign of the Hall coefficient depends on the 
#concentration of impurity atoms. For a hole concentration greater than 
~ 10!7/em? he has not found any temperature range in which the Hall coef- 
ficient is negative. At low temperature and at a hole concentration smaller than 
1017/cm? the Hall coefficient is positive and at a certain temperature depending 
on the hole concentration it changes into negative. Between this temperature 
and 230° C the Hall coefficient remains negative and above 230° it becomes 
and remains positive up to the melting point. As the reversal in sign at a higher 
temperature takes place in the region of intrinsic semi-conduction it is improbable 
that lattice defects, impurity atoms, etc. would play an important role in creating 
the phenomenon. The reason for the second reversal in the sign of the Hall 
coefficient at a higher temperature must lie in the energy band spectrum of the 
pure solid, which calles for the investigation of the variation of the energy band 
spectrum with temperature. 

The thermal expansion of crystalline selenium has been studied by 
Bripeman [8]. The value of the thermal expansion coefficient ip=el6 10. eG 

arallel to and 27,2-10~ °/°C perpendicular to the hexagonal axis. When heated the 
length of the crystal scarcely changes parallel to the hexagonal axis (it shortens 
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somewhat) but it expands greatly in the perpendicular direction. The great 
expansion perpendicular to the hexagonal axis is obviously due to the increasing 
distance between the tellurium chains. The increase of temperature May bring 
about a change in the tellurium chain as well. The separation between the atoms 
will increase with the increase in temperature. The valence angle, however, 
decreases with the increase of temperature and the length of the chain (parallel 
to the hexagonal axis) is somewhat reduced, owing to the simultaneous con- 
sequence of the two effects. 

Let us investigate the changes brought about in the energy band spectrum 
of electrons by the influence of the thermal “‘expansion” of the crystal. The 
distance between the chains growing with temperature very remarkably influen- 
ces the np, band, the width of which considerably decreases perpendicular to 
the hexagonal axis. Its width also decreases parallel to the hexagonal axis, | 
although to a much lesser extent. The change in the Ap;, Bp; and ndy, bands 
can be described in a simple way. At higher temperatures the line indicating the | 


| 
| 


equilibrium lattice distance in Fig. (3,2) of paper [1] is shifted toward the greater 
lattice parameter. The effect exerted on the Ap; band by this change is slight, 
especially at the upper edge of the band. The mobility of holes scarcely changes | 
in the Ap; band, yet the average mobility may slightly increase because with | 
the marked decrease of the width of the np, band the number of electrons excited 
from the Ap; band into the acceptor levels and thus the number of holes moving 
with great mobility in the Ap; band may increase. This effect is counteracted | 
by the decrease of the mobility of the holes in the np, band. | 
The influence of the increase of temperature on the mobility of electronf | 
in the conduction band is much more remarkable. The conduction band in the | 
energy region under consideration actually is the superposition of two bands, 
namely the nd y, band in which the mobility of the electrons is great and the 
Bp; band in which it is much smaller. Fig. (3,2) of paper [1] clearly shows that 
ee the increase of temperature (the vertical line representing the equilibrium 
lattice parameter shifted to the right) the width of the forbidden energy gap of 
the ndy, band increases while that of the Ap; band decreases. A considerable 
part of the excited electrons go over from the ndyg band into the Bp; band of 
eras ieee thus the average mobility of electrons significantly de- 
may happen therefore that although the electron concentration 


ee ; : ; ; 
creases with the increase im temperature, owing to the decrease in their average 
mobility hole conduction will prevail. 


| 
| 


Nussbaum [11] studied the effect of selenium concentration on th 
electrical WR of tellurium in detail. In the present paper the effect exerted 
the forbidden energy gap has already been treated in detail. Now we want 
yy Rietice ctr effect on the Hall coefficient. According to the data in Table I 
mh eet s paper the upper temperature of the reversal in the sign of the 

efficient decreases with the increase of selenium concentration. The 
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= of the lower reversal in sign depends less regularly on selenium 
concentration, which is evidently due to the fact that, as was observed by 
N NussBaum, the concentration of the impurity atoms determining the tempera- 
of the lower reversal in sign varies a great deal from one single crystal to the 
other. Apart from this, however, we may state in general that the temperature 


jof the lower reversal ited higher in tellurium-selenium alloys than in pure tellur- 
jium. Both changes are probable to take place because with the increase in selen- 
ium concentration, which has already been treated in detail in the previous 
tchapter, the forbidden energy gap between the valence and the conduction band 
yincreases. This decreases the number of electrons excited to the conduction band, 
dwhich affects the temperature of the lower reversal in such a way as if the number 
of holes had been increased in pure tellurium. Borrom has shown, however, 
that in this way the temperature of the lower reversal is increased. To explain 
the decrease in the temperature of the higher reversal requires finer consideration. 
4As is known selenium does not exhibit a second reversal in the sign of the Hall 
icoefficient as has been observed in tellurium. This may be due to two reasons. 
1On the one hand it is obvious that at a given concentration of impurity atoms 
ithe initial temperature of intrinsic conduction may be a great deal higher in 
{selenium than in tellurium, because the forbidden energy gap of selenium is 
#much broader than that of tellurium. However, this would in itself not provide 
athe positive sign for the Hall coefficient because with perfectly grown single 
rystals of high purity such a low number of holes could be obtained that the 
selenium single crystal could become an intrinsic semi-conductor at lower tem- 
@peratures too. On the other hand there is an effect which would preclude the 
possibility of the reversal in the sign of the Hall coefficient. Namely, if in selenium 
he intersection point of the lower edges of the ndy, and Bp; bands is too near 
o the equilibrium lattice parameter or even if it is on its left side the mobility 
of electrons is never sufficiently great to compensate for the higher mobility of 
holes. This seems to be indicated by the fact that with the increase of selentum 
oncentration the temperature of the upper reversal in sign of the Hall coef- 
ficient decreases, thus with the increase of selenium concentration the intersection 
point of the lower edges of the nd y, and Bp; bands in Figure (3,2) of [1] is shifted 
o the left. 

NussBAvM also investigated the effect of pressure on the lower and upper . 
temperature of the reversal. However, he carried out measurements but for a 
single pressure and the resulting effect was not significant enough to confirm 
the change he assumed. The further extension of these and similar measure- 
ments may shed light on interesting problems and may help in the deeper 
understanding of the electronic structures of selenium and tellurium. 
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TEOPETMUECKOE UCTOJIKROBAHHE OMTHYECKHX HU 9NIEKTPHYUECKUX 
CBOMCTB TEJIIYPA, CEJIEHA H HX CHJIABOB 


Pp. PAILITAP 


PeswMe 


B ognoii u3 mpempiyuMx padoT ompeseaca 30HHbIM CieKTp 9Heprvu MeTAJIJI0-31ek 
TPOHOB B Cay4ae CereHa M TeIypa Ha OCHOBC KBaHTOBO-XUMHYeCKHX paccy . B qaHHO 
paOore, Ha OcHOBe 9TOrO 30HHOrO cieKTpa 9Hepruu, 3HaxA M COOCTBEHHBIe PyHKUMH, TeOpeTt 
UeCKH OOBACHAIOTCA cCyeyloue : SaBMCHMOCTh MHpakpacnoro CimeKTpa TIOrOW[eHHA TC 
mypa OT TOAApHsaHM Masawmlero H31yueHUA, MATKUC PeHTTeHOBCKHE CIeKTPbl normomeHy 
ceneHa M TeMypa, AHUZOTPONMA B1eEKTPUYeCKOM MPOBOAHMOCTH, Hi ocoObiit XapakrTep 3aB 
mocT Kooppuumenta Xa or Temmeparypst B caydae TemTypa. 


Sy 


lp oe, 7 = § os ae doy 


Pie us ow a 


i 
x 


A, 


RELATIVISTIC EQUATION OF MOTION 
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The kinematic energy momentum tensor of the spinning point particle is determined. 
The equations of motion for translation and spin are derived from the fact that the tensor 
is divergencefree. 


The method is applied to the investigation of the equations of motion for an electrically 
charged particle with magnetic momentum. 


Introduction 


: In recent years, several authors have devoted their attention to the rela- 

tivistic equation of motion for spinning particles [1]. The studies of A. Papa- 
PETROU concerning the equations of motion of pole-dipole particles merit special 
consideration. In them, the problem is discussed within the framework of the 
§ general theory of relativity, and the equations of motion are successfully derived 


from the field equations. The particle is assumed to be a test particle, i. e. the 
effects of the gravitational and electric fields set up by the particle itself, are 
left out of consideration. 

By some authors the variational principle within the framework of the 
special theory of relativity is used to the same end. Although the problem is 
Atreated in these investigations in a unitary manner, the treatment is open to 
criticism for its lack of an exact expression for the action integral : it only 
produces the variation of a term leading to the equation of motion for the spin, 
without being able to give explicitly the term itself. Whatever other papers 
have been published they are not based on general principles ; diverse ad hoc 
speculations are needed to arrive at the results. 

The present paper aims at determining the equation of motion for spinn- 
ting particles by a unified procedure simpler than any of those hitherto employed. 
The first part deals with the equation of motion for pole-dipole particles in 
general, in the second, the equation of motion for charged spinning particles 
with magnetic momentum is determined. 

It is well known that equations of motions for particles, which are sources 
‘of their respective fields, cannot be derived from the field equations in the 
linear field theories (e. g. electromagnetic or meson fields). For example, the 
: expression of the Lorentz force, which acts on the electron moving in the electro- 
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magnetic field, does not follow from the Maxwell equations alone. On the other 
hand, in the nonlinear field theories the equations of motion are the direct 
consequences of the field equations. The first and most remarkable example 
of this was given by E1nsTe1n and co-workers in deducing the equations of 
motion of masses from those of gravitation, thereby eliminating the geodetic 
postulate from the general theory of relativity. Since then, the derivation of 
equations of motion from the field equations has been capturing the attention 
of some of the best theoretical physicists. Recently, L. InreLp has proposed 
a simple procedure for the determination of the equations of motion in a linear 
field theory [2], which is followed here for the derivation of the translational 
equations of motion for pole-dipole particles. The essence of the procedure is 
to add to the linear field equations the equations of the weak gravitational field 
caused by the particles and the field. In this way a nonlinear system of equations 
is obtained from which it is then possible to derive the equations of motion. Finally 
the gravitational field is disregarded and taking the limit g,,—> 6,, and ~~ 0, 
the special theory of relativity and the equations of motion valid in the linear 
field theory are obtained. (* denotes the gravitational constant.) 

Let us deal with the simplest case, i. e. search for the equations of motion 
of a single particle. Our system of equations is : 


a) R? —+-g'R= —xT® , (la) 


b) Equations of the linear field. (1b) 
It is a consequence of the gravitational field equations that the energy- 
momentum tensor of the system is divergencefree : 


Vea T= 0.* (2) 


The integration of this equation over the region sourrounding the par- 
ticle gives the equations of motion : 


dt ( . | 

— | VeT?¥dV=0. 

|v (3) 
(t denotes the proper time of the particle.) Passing now over to the special~ 
relativity theory by the afore-mentioned limiting operation, we arrive at 
the equations of motion valid in the linear field theory : 


dt 
ay | SeTand V = 0.0" res) 


an 


* The Greek indices have the values 1, 2, 3, 4, the Roman 1, 2, 3. cca Cre 


eK . . . : 
0g is the abbreviation for the operator of partial derivation 


—— are 
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The energy-momentum tensor T,, comprises the kinematic energy-momentum 
tensor of the particle t,,, further those arising from the field and from the inter- 
action between the field and the particle E,,. So we have 


Tp =. tag a Eg ‘ (4) 
Substituting this into the equation of motion (3’) 


— | 6, top d V = — Sel 8p EugdV . (5) 
dt 


We assume that we deal with a point particle, i.e., the density of the 
mass, charge, and momentum are given by the Dirac 6 functions. We disregard 
the effects of the field generated by the particle on the particle itself, in fact 
we deal with the equation of motion for a test particle. 

The spin of particle is correlated to the appropriate elements of the anti- 
symmetric tensor S,,, as follows : 


a3 = "05, Sar = oy, Si2= 62, (6) 


oO (ox, Fy, Gz) denoting the spin vector. We assume that in a coordinate system 
moving with the particle, the elements S,, of the tensor S,, disappear. This 
condition may be written in a covariant form : 


Sag ts = 0, (7) 


where u; gives the four-velocity of the particle. 


The kinematic energy-momentum tensor for spinning particles 


In order to give explicitly the equations of motion (5), the expression for 
the kinematic energy-momentum tensor t,, is necessary. HONL [3] proposes 


the following form : 


tag = i) (maz ae Magy 9,) 04) dt,* (8) 


where the tensors m,; and m,,, are symmetrical in the indices a and B, Oca is 
the four dimensional Dirac 6 function : 


* In his first paper on dipole particles, WEYSSENHOFF proposed another, asymmetrical 
expression for tag. We, accepting the validity of the principle of the inertia of energy for 
spinning particles too, can allow only symmetrical energy-momentum tensors. In the following 
it will be seen that, contrary to the considerations of WEYSSENHOFF, even symmetrical energy- 
momentum tensors can describe the intrinsic angular momentum of the particle. 


A* 
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£_(t) denoting the coordinates of the world line. The tensors mgg and m,,, 
are not given explicitly by HOnt. Our method is, however, based on the energy- 
momentum tensor, therefore we first have to determine m,, and m,,,. The 
alternatives now before us are: either we use the correct Lagrangian and 
derive t,; by variation, or we determine m,, and m,,, from physical considera- 
tions. The latter alternative seems to be more promising, as the following condi- 


tions for t,, unambiguously determine both m,, and m,;.,: a) the tensor must 


ap 
be symmetrical, else the mass-energy Sqicvalenee is not guaranteed ; b) from 
(5) we must get the correct equations of motion known from other investigations ; 
the most important condition is that c) the total angular momentum derived 
from t,; is to give the sum of the orbital angular momentum and the intrinsic 
angular momentum, i.e. it must account for the spin; d) t,, is to go over into 
the known kinematic tensor of the pole-particles on substituting for S,, zero. 
These conditions, of which c) is the most important, unambigously lead to the 
following energy-momentum tensor : 


tap = i (map = Mapy 8,) 6(4) dt ’ (8’) 
where 
til; : 
Mp = Mo Ua Ug — = (Say u, Ug + Sp, Uy Ua) (10) 
Cc 
1 
Ta By, aes " (Sya ug + Syp Ua) (11) 


and where m, denotes the rest mass of the particle, and the dot the derivation 
with respect to the proper time. 


We can transform t,, into a form more suitable for subsequent application 


by performing the integration (8’). Introducing t) = Sa instead of tT, we have 
uc 


0 


dt 
fap = | (me + Map, 9y) O(a) —— dlp = | Ma p concae 6 (t — to) dty + 
dt : dto 


dt 
‘eh Mag Ox O(3) —— 9 (t — to) dtp + J mvs ee aia te — ty) dtp = 
dto dt pers 


= ay 1 dr dtt— 
To (mag 0(3) -+ Mm pr 8, 0(3)) eee 4 Hite © (t to) e 
| dty |1,-1 te | aay! digg sends dty = 
d 
=| eran di + maonBed0) 4 | Ge = Map 4 fae ek Mey 
; dty tp stn, Ue dio din er 
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} After a partial integration : 


. dt 1 fis 
tag = | Omer 0(3) o Mask 0}. 6(3)) — | — |—— Maes ds, Ox 6(3) dt me 
to Jtg=t ue d to dty |,=1 
) | 
i led dt | 
a ol fereieme (00-77 emmenl ZC) ee 
| uc to \ to ty=t 


The kinematic energy-momentum tensor of the spinning particle is therefore 


given by: 


Parade a 1 ed 
tap = Mag 0(3) —— + mMgp x Ox Bie mag UGE Os) we, ee 
dt dt ic d 
(13) 
1d dt 
++ |me red 
cedalieaecdi dan. 


(On the right side ¢ figures in each quantity instead of ty). 

If we regard the 6:3) Dirac function as the limiting case of a continuous 
6 (€,, r) function with a sharp maximum —when the parameter ¢ tends towards 
0 — we get a picture of the “‘structure”’ of the spinning particle from (13). The 
mass density of such an “‘expanded”’ particle is 


1 1 d 
age = age (2)= — — [maa 4 (€51) + maax 8; 6 (e, t)] — = 
c c ; dt 
14) 
1 IS ( 
= — <5 | [mows — 5 Suet 6 (€, 1) — Sya 9; 0 (€, vt) yelled 
‘oe ce dt 


The term containing 6 (¢, t) gives a mass distribution similar to that of a pole- 
particle. The second term yields a mass density characteristic of dipoles, because 
of 0; 6 (é,1). The resulting distribution is therefore a superposition of pole and 
dipole distributions. Obviously, the expression pole-dipole particle is a very 
| appropriate designation for the spinning particle. With «> 0, we get the mass 
density function of the point pole-dipole particle. In the rest frame (u, = uy = 
=u, = 0; u,= ic) the dipole term disappears because of condition (7), that 
is, the mass distribution of the particle at rest is characteristic of a pole-particle. 
If condition (7) is not assumed, the mass distribution of the resting particle, 
too, is of the pole-dipole type. We will keep’ condition (7) because as will be 
_ shown later, this is equivalent to attributing no permanent electric dipole moment 
but ascribing it to the separation of charges. 
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The translational equation of motion 


‘We now propose to show that expression (8’) on the basis of (5) gives — 
the correct equations of motion, and also accounts for the spin. : 
First we discuss the free motion. Let us suppose that E,, = 0. Here : 


On tag —0. (15) 
The equations of motion (5) in this case assume the form 


dt 
Jaan Ogi dV ea 16 
ae eRe (16) 


and our task now is to determine the integral. 


dt dt j di d& + 
PER Te) poe ada ee (a 


The first integral on the right is a volume integral of a three-dimensional diver- 
gence, which can be transformed into a surface integral by means of Gauss’ 
theorem. In the integrand of this surface integral, 6,3) and its gradient appea 
because of (13); both are zero on the surface, and so the first integral on the 
right disappears. There remains only ae 


SS | OptagdV = —|— | tra dV) =——,, 18) 
; He ARS ‘ dt \ic \ : | ae fae (18) 
mwhere< i pay ies . ae | 
PE 7 rd alicia 


Sieiect (19) gee 
~ a SRAL a ae ee 
abe Catone. 
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} This can be transformed into a surface integral, which disappears due to 6:3). 
) For the same reason the second integral disappears as well. Accordingly, there 


} remains 


1 d il d d 
P, = Us = 2 ee jms a | = e. mas a 
uc t (ic)? dt U4 
) (21) 
d a 
a as ie 44 | | 
dt U4 


Substituting expressions (10) and (11) into (21) we obtain 


7 Wan s, : 
PZ ms ta — a Say Uy + (Se u, — 2h U, Ua + Cc? Sas 2 (22) 
Be 


2.C? U4 Ug | 
It follows from the equation of motion of the spin, which is to be 


derived later, that the bracketed expression in (22) disappears. Consequently 
we arrive from (16) and (18) at the following translational equation of motion: 


d | 
are ty Ua — Sat u,| = 0. (23) 


These are the equations that describe the translational motion of the spinning 
particle. It can be seen that the four-momentum of the pole-dipole particle, 


Py gus = Sar, (24) 


Cc 


is not parallel to the four-velocity. On multiplying equation (23) by u, we find 
that in forcefree motion the rest mass of the pole-dipole particles is constant. 


The equation of motion for the spin tensor Sup 


We now proceed to deal with the angular momentum of the particle. 
The total momentum is defined by the antisymmetric tensor 


Nag = 4 (Xa tga = xB tas) aVis (25) 
uc ; 


The integral is readily enicaaeea by the use of equation (13) 
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1 ati ay, 2))—x,[madé 4 
aunts: {z= |ee Yeisen a eae ; 
eee ress a 2 Wlaoav +5 i Xa [moan — (26) 
cul dt 


1 dt 1 dt dt 
as | ee aedGy ade 
ee mse, | xm 4k Losses || k 9(3) ay 


By applying (21), the first integral can be transformed to read : : 
oP, — &pPa- | (27) | 
This expression then gives the orbital momentum of the particle. Let I,, denote 


the second integral, and let us deal with it in detail. We begin by calculating it: 
spacelike elements : bee 


ies 1 dt 
Tis = = \ Xr mss pee UC AAU ee 
ic ic dt 


For the calculation use is made of the following relation : 


] \ 
xe r 4k r44 UR lt afer } k ae = 


1 dz\ dt ; 
%, |Msa~ — —— Ms 44 Up —— = 9,50 =| Mtsak — 
ic dt dt a 
et ie : aa dt = [me 1 Rie seta dt 8% dt 
aati 4 -— ae SS a & 
i s4. eee 3) dt s4r Be s44 Ur, dt (3) di 


‘Here the Pola integral of the fom waiieawion’l Tee dinappenrs ov 
to the presence of the 6(3) Dig cats ead we piioretore haves 


$2) (mg ehaie dt s 
— |Mtsar — saa tr Nt poate. 7 - 
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» Accordingly, 
. I sc SPe . (28) 


dt 


| The mixed components of I,,: 14; are now calculated : 

| 1 

Mesa — —,_ Wits gg UK 
ic dt 


LE eh ani | 
Ig, = — | 33 
: ze) \* 


“ 


il | 


—— vs mass — —— 444 UR A. 
t 


dt 
s rn 


The term containing the factor x, can be transformed into a three-dimensional 
i divergence, the volume integral of which disappears because of 63). The only 
nonzero term is 


ae dt 1 dt 
i= — mal Xs Maak —— 9; 6(3) dV See J M445 — 63) d V= 
ic dt ic dt 
(29) 
1 
= — mgs = Sas - 
U4 
From (28) and (29) we finally obtain: 
Tg = Sap « | (30) 
The total momentum of the particle is therefore given by 
Nog = Ps — &Pa + Sap, (31) 


showing it to be the sum of the orbital momentum £,P, — &,P, and spin Sass 
In case of a forcefree motion n,, is constant. 


dt ic dt 
= § 84 (%a te x — %p tax) dV = if (Xa 0, tay — Xp Oy lay ++ tga — tap) dV. 


dnag — i oa (xa tg, — xB ta,) dV as i oy (xa tg» — Xp tay) dV pes 


Here the integrand is identically zero, because the tensor fy, is symmetrical and 

divergencefree, and we have 

dn 

ee (32) 
dt 


Differentiating equation (31) according to the proper time, and considering 
equations (16), (18), and (32), we get 


ape 


yy 
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Sag + UaPs — up Pa=9 (33) 


We now make use of this equation to prove the actual disappearance of 


the bracketed expression in equation (22). To this end, we multiply equation 


(33) by u,, and using the relation u; u; = — c2, we get the following expression | 


+ 2 
Sap Up + Ua P, ug — Cc” Le — 0 . 


Substituting the expressions (22) for P, and P;, we arrive finally at the equation | 


sought for : 


Say Uy — pee Sat 0: (34) | 


U4 U4 


From equation (33) on the basis of (24) P, and P, can be eliminated | 


replaced by an expression containing the derivative of the spin tensor. The result | 


of this simple substitution is 


] 
| 


Sap aia ee (Sas u, ug rs So» uy ux) = 0 . (35) | 
c : 


This equation we term the equation of motion of spin. The motion of the spinning} 
particles is described by equations (23) and (35) together. 


Equation of motion for a spinning particle with magnetic momentum 
and electric charge 


It is now proposed to extend the equations of motion (23) and (35) to cover 
the case in which the particle has electric charge as well as magnetic momentum, 
and is influenced by an electromagnetic field. 

The components of the magnetic momentum vector, 1 (mx, my, m,) are 
correlated to the elements of the antisymmetric tensor M_,, in the following 


~ 


sense: 


M23 = m,, My, =m, Miz =m, . (36) 


The space-time elements of this tensor, M4,;, are correlated to the components 
of a vector (px, Py, Pz). We now assume that the particles at rest have no electri 
dipole momentum. In a system of reference, in which the particle is moving 
it is the moving magnetic dipole that gives rise to an electric dipole momentun 
as well. This electric dipole momentum is just the quantity which is describe 


2 
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jby the vector ». The condition that the resting particle should have a magnetic 
}momentum only, can be formulated as 


M.guzg=—0. (37) 


t 


Let us further assume that there is a relation 
Mag — 4 Sag (38) 


between the spin and the magnetic momentum of the particle, where g is a 
{constant characteristic of the particle. 
The field equations (lb) after going over to the special relativity theory 


or Foz = 4 IU (s, + Op Las) ? (39) 


where F,,, stands for the electromagnetic field tensor, s, for the four-current 


ear ss | ad Ge (40) 


c 


eo 


4,; for the magnetic momentum density tensor : 
pag = J Mapdqydt. (41) 


Using equations (5), (18), (22) and (34), we get for the translational equation 


of motion: 


eae ths (42) 
dt 


Se 10g Ug aa ee Sa9 u, 
c2 


dia 


The energy-momentum tensor E,; can be derived from the Lagrangian which 
yields the field equations (39), by variation according to the metric tensor 
ap [5]. 


: ba 
Bap =~ [Foe Feo — E 


4a 


a 
ies Fal — eX (u, Leo a Ug flac) Be (43) 
Cc 


F, is the four-vector composed of the field tensor and the four-velocity of the 
particle : 


he divergence of the energy-momentum tensor Es after using the field equa- 
tions (39), can be written : 


“Tia 
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1 i . 
0s Lap = ae NCLB pam os ods Foa — 05 | Fae tot + 
(45) 
1 
=a ——(Ua fac + Ua Lac) F,| 3 
ec 


This equation (45) is to be substituted in the integral on the right of (42). It is 
expedient to perform this calculation in that system of reference in which the 
particle is at rest at the moment, and to formulate the result in a covariant form, 
which will then be valid in any system of reference. The calculation yields [6] : 


: 1 
Boy ered ener OES pg ee hy Oo F5,— = Fas Ma 
dt ce c 2 4 
46 
oe (46) 
nie 


d 
Mae ee — (Mac Fx) . 
c2 2 dt 


c 


This is the equation describing the translational motion of an electrically charged 
spinning particle with magnetic momentum (e. g. electron) under the influence 
of an electromagnetic field. 


Let us now determine the equation of motion of spin. The total angular 
momentum of the entire system (particle and electromagnetic field) is given by 


eert | 
Nae i (eaters ceTay dh a (47) 

ic ) 
With (4) and (25) this expression can also be written as follows : 


ie 
Nios nay oe = (xa Boa = te Bea) dV (48) 
: uc : 


Since T,, is symmetrical and divergencefree, N,; is constant in time, i. e., 
N,, = 9. Differentiating equation (48) according to the proper time T: 


. : ota 
Nag = Nag + — — — a gg — ra = 
PO SOILS © a) @ Wintec Poa 


; dt dt | . 
= Fiag + T™ | 81 (20 ya — a5 Bas) Lae ey | Ox (Xa Es, — xp Eax) dV =) . 


The integral containing the three-dimensional divergence can be transformed 


into a surface integral, which disappears as the limiting surface tends to infinity. 
There remains only 
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: d 
tag Oy (xa Eg, = xp Eaa) Cz 
: (49) 
d * 
= —_— fe (Epa = Fag a Xa 0; Esa = XB On Ea) dV 7 
Care 


: 
1! : afte 
E,; being symmetrical, the first two terms in this integrand cancel each other. 


{In place of the divergences appearing in the last two terms let us substitute 
} equation (45) 


dt ( 1 1 
bh | be oa Pao So — — boa 9a Foa — 92 [Faw toa + (us Pic + 
dt ) \ 2 c2 


=F Uz fac) F, 


1 » 
|-»|- Foo — > Mon 8p Fos — 81 Foo toa + (50) 


ot ae 
= (ug tao wisps) | |lat 
% 


| To determine this integral, the integrand is transformed by using the relation 
- F 
Xs Oo; Fag Hos + 5 (ta Hac + Ua Hao) oe 


i 
=5[ Frag flor + — (Wa Mac + U2 fas) F.||— (51) 
Cc 


i 
— Fao Mop — — (Ua Mpo + Up Mac) Fo. 
c 
Whereupon we have 


1 th 
Nag = Ga [E Foe ue +5 Mex 9s Fes) — fp [E Fao me + Moss Fo oi 
(3 


Led Gass ls | iL 
ac c — Feo Moa es Xa Poa lls + ——(ug Mac + (52) 
a Faas B es) icaealay | Fee a de: 


; : s 
ine Us Ugo) F.| ee ay | Fee + (Wa fas + U4 Mac) | Jav. 
c : 


— 


| where the volume integral of the three-dimensional divergence is left out owing 
to the appearance of its 6(g) factor. It is expedient to perform the integration in 
equation (52) in the system of reference, in which the particle is at the moment 
| at rest, and to formulate the result covariantly. 
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In this special system of reference 


ae Loa + 


‘ i 
Fs Moa i wie (ug Hac + U4 Lpo) F,| ae 
C2 


j Zu 1 
ar oe (Ua fas + Ua Has) F,| tay = — (ue Mao — Ug Mac) Fo + 
2 Cc 


¢ J 


J ; Fe é P d 
| £0 | Fre Ma eles es My, Fo + ic —— (Mpo-Fc) \ — 
ce an: pe dt 


ic dt. 


(53)| 


We Gg epee Fo| | 
dt 


Sa, f 


. il 
ee, M,. a Et 
: Cc 


From equation (37) it is easy to realise that the expression in the square brackets} 
may be written in the following covariant form : 


a 


= 
ie “J 


: : Luoed 
— & Se NI a ee F, + — — (Mac F<) 
Cc ct c dt 


| . 1 : Lord 
= fn| ——5- Foo Meas ~~ uy Mie un Fa + 
Wy Cc 


c ce dt 


(Mie | — | 
a) 


} 
j 


Equation (52), using equations (53) and (54), will assume the form : 
1 | 

Nap = Ea fp = Est. + Fae Maz ae F'3¢ Mes + ay (Ua Meo — Us Mas) yo > (55)| 

c | 


where f, denotes the expression of force figuring on the right of the translationall 
equation of motion (46). With (24), (31), and (46), the left side will be : 


figg = Wa Pp up Pot Sag + $.Py — bs P == 


lite (56) 
aaa Sue aig 7 (Su, u, Ug — Ss» u, Ua) = Eafa > Es fa : 
The equation of motion of spin therefore will be : 
La : 
ab + ee (Say Uu, Ug — Sop u, Ua) aaa Fas Mos nea Fac Mea + 
(57) 


1 
sg See A) | Dee, 


Accordingly, the motion of a spinning particle with magnetic momentum ané¢ 
charge (e. g. electron), influenced by an electromagnetic field, is described by 
_ equation (57) together with equation (46). | 


> 
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Let us discuss, finally, the equation for the change of the rest mass. To this 


end, let us multiply equation (46) by u,. With the relation u,u, = — c2, we get: 
a —_— 2 Pe vg Moa Fes| —> wits fhe os (Us ki uj || ° (58) 


‘The bracketed expression containing M., can be calculated from (38) and (57). 
A simple calculation shows that this expression disappears, and there remains only 


dm 1 d 
ay — = M, Fs ° 
dt Sey ee e2) 


ithe solution of which is 


22 Maa Fea ? (60) 
c 


Mp = My — 


with m, a constant. This shows that the rest mass of the magnetic dipole is not 


stant, but depends on the field. 


Thanks are due to Dr. G. Marx for valuable advice and continuous 
interest. 
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PEJIATHBUCTCKOE YPABHEHHE JIBMDKEHHA YACTHL] CO CIIVMHAMH 
K. HA][b 
Peswme 


Onpegenserca KuHeMaTH¥eCKHit TeH3Op 9HEPrMH M MMMYIbCA MIA YaCcTHI CO CIIMHAaMH 
H, Ha OCHOBaHMM YCOBUA OTCYTCTBUA AMBEpreHUMH, BLIBOAATCA yPaBHeHMA NOCTYMaTCIbHOrO 
ABWOKeHMA MW ypaBHeHHA ABYOKeHMA cua. B KayecTBe MPHMCHCHHA PacCMaTPUBAWTCA ypaB- 
HeHHA JIBUOKeHHA YACTHII C QIeEKTPHYeCKHM 3apxAOM, OONaMaloljeH MarHUTHbIM MOMCHTOM, 


UBER DAS NACHLEUCHTEN 
VON MIT TICL AKTIVIERTEN 
NaCl- REKRISTALLISATIONSPHOSPHOREN 


Von 
Z. Morin 


INSTITUT FUR EXPERIMENTELLE PHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT FUR DIE BAUINDUSTRIE, 
BUDAPEST 


(Vorgelegt von Z. Gyulai. — Eingegangen 13. IX. 1956) 


Es wird iiber mit Tl aktivierte NaCl Pastillenphosphore berichtet. Das Tl wird beim 
Herstellen der Pastillen durch Hochdruckrekristallisation eingebaut. Das Nachleuchten dieser 
Rekristallisationsphosphore wurde untersucht. Es zeigten sich Erholungs- und sekundare 
Rekristallisationserscheinungen, die durch Nachleuchtenmessungen quantitativ verfolgt wer- 
den konnten. Das Nachleuchten der Pastillen zeigt einen hyperbolischen Verlauf. 


Gyu.at berichtete iiber mit TIC] aktivierte NaCl Rekristallisationsphos- 
phore, bei denen der Einbau des Aktivators in das Grundgitter durch Hoch- 
druckrekristallisation erfolgte [1]. Im folgenden soll ttber weitere Untersuchun- 
gen an solchen Rekristallisationsphosphoren berichtet werden. 

Als Ausgangsmaterial wahlten wir natiirliches Steinsalz aus Wieliczka. 
Bei den Vorversuchen wurde namlich festgestellt, dass dies das einzige verfiig- 
bare Ausgangsmaterial war, das keine eigene Lumineszenz zeigte und daher bei 
unseren Versuchen allein brauchbar war. Das Ausgangsmaterial wurde ebenso 
prapariert wie bei den mit NaCl durchgefihrten Rekristallisationsversuchen, 
iiber die bereits berichtet wurde [2, 3]. Dem pulverisierten NaCl mengten wir 
das TIC] in Form wasseriger Lésung bei und trockneten das feuchte Pulver, 
Auf diese Weise wurden Konzentrationen von 1,02- 10m. Mol% bis 1,02- 10+ 
und 5,1-10 * Mol% hergestellt. Das Phosphoreszenznachleuchten dieser zu 
Pastillen gepressten Proben (Pressdruck 1000—10 000 kg/cm?, Presstemperatur 
20—600° C) untersuchten wir mit einem RCA Elektronenvervielfacher Typ 
931A. Zu diesem Zweck wurden die Proben in ein drehbares Gehause gebracht, 
das zuerst dem Anregungslicht, nach beendeter Anregung dem Elektronenver- 

_vielfacher zugedreht werden konnte. Zur Ablesung des Anodenstromes diente 
ein in den Anodenkreis geschaltetes Zeigegalvanometer, Fabrikat AT, Typ 
7111 1062 mit 1,995-10~” amp/skt Empfindlichkeit. Der Dunkelstrom des 
Elektronenvervielfachers betrug nicht mehr als héchtens 1 Skalenteil. Zur Anre- 
gung wurde eine Siemenssche therapeutische Quarzlampe benutzt. Das Schwan- © 
ken des emittierten UV-Lichtes wurde mit einer Presslerschen Vacuum Photo- 

~ zelle N/329 80—329/TUMC/BNaV und einem UV-Filter UG5 untersucht. Nach 


20 Minuten Anheizen konnte keine bemerkenswerte Anderung in der UV- 
- Strahlung der Lampe festgestellt werden. 
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- es - 20 reg ~ vee 5 9. it ii 
Zum Vergleich ziichteten wir einige NaCl: TIC] Einkristalle mit 1,02 -10 


Mol% Konzentration nach der Methode von Hitscu, BUNGER und Fiecusi¢ [4] 
aus der Schmelze und massen das Nachleuchten derselben. Das am besten leuch- 
tende Stiick wurde dann als Vergleichsstiick gewahlt ; das Ergebnis simtlicher 
Pastillenmessungen ist auf dieses Vergleichsstiick bezogen. 

Bei den Messungen wurden die Proben (Pastillen und Vergleichseinkristalle) 
einheitlich 30 Sekunden mit UV-Licht bei stets derselben Entfernung angeregt, 
dann dem Elektronenvervielfacher zugedreht und die Zeitabhangigkeit des 
Anodenstromes gemessen. Die Messungen wurden bei Sattigung durchgefihrt, 
die sich, wie sich dies bei Vorversuchen zeigte, schon nach 10 Sekunden Anre- 


gung einstellte. Die Zeitmessungen wurden mit einem Metronom bzw. mit einer | 


Stoppuhr mit 1/10 Sek. Einteilung durchgefiihrt. Bei. dieser Messmethode wurde 


die Lichtsumme des Vergleichsstiickes als “SS; = (i -dt = 2,200 (willkiirliche | 


Einheit) berechnet ; die Messergebnisse fiir die Pastillen sind in Prozenten dieses | 


Wertes angegeben. 


A. Erholungs- und Rekristallisationserscheinungen 


1. Der Verlauf des Abklingens der Pastillen nach erfolgter Anregung ist 
aus Fig. 1 ersichtlich ; zum Vergleich ist auch der Verlauf des Abklingens eines 
NaCl-TICl Einkristallphosphors aufgetragen. Der Verlauf der beiden Kurven 
ist verschieden. Wahrend das Abklingen des Einkristallphospors durch das von 
den Alkalihalogenidphosphoren bekannte exponentielleGesetz, [ = a- exp(—b-t) 
(I = Lichtinteusitat in willkirlichen Einheiten, t = Zeit, a und b sind Konstan- 


ten) wiedergegeben werden kann [4], ist die Kurve der Pastillen eine Hyperbel : | 


das Abklingen kann durch eine Formel vom Typus 
T=a()-° 


beschrieben werden [5—10]. In dieser Formel bedeutet I die Starke des emittier- 
ten Lichtes (bei den hier beschriebenen Messungen durch den Anodenstrom des 
Elektronenvervielfachers ausgedriickt), t ist die Zeit in Sekunden, a und b sind 
Konstanten. Der Kurvenverlauf bei den verschiedenen Konzentrationen der 
Pastillen ist derselbe, die emittierte Lichtsumme ist jedoch konzentrationsab- 


hangig. Diese Abhangigkeit zeigt, wie dies aus Fig. 2 hervorgeht, ein gut aus- 
gepragtes Maximum, das mit dem bei Alkalihalogenideinkristallen gefundenen 


Maximum zusammenfallt. Eine entschiedene Druckabhangigkeit konnte nicht 
festgestellt werden, jedoch sind die Verhdltnisse in dieser Beziehung ausser- 
ordentlich kompliziert, da auch Erholungserscheinungen in Betracht gezogen 
werden miissen. Bei den hier besprochenen Konzentrationsabhingigkeitsmes- 
sungen wurden die Proben cca 30 Minuten nach dem Pressen in die Messein- 
richtung gebracht. Wenn namlich die Proben in dieser Beziehung friiher unter- 
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Fic. 1. Verlauf des Abklingens der NaCl.TIC] Einkristalle und Rekristallisationsphos 
. 1. Einkristall. 2. Pastille ee pal ate ea 


Lichtsumme 


70 


50 


x\ 


30 


70 


— log. konc. 

: 102% 10-6 10-* 10-2 0,55-10-'mol% 
: Fig. 2. Konzentrationsabhingigkeit der Lichtsumme der Rekristallisationsphosphore 
. Posi 
‘sucht werden, so kommen Individualitaten der weiter unten besprochenen 
‘Erholungserscheinungen zum Ausdruck, die die Reproduzierbarkeit ausser- 
ordentlich erschweren. 

| 2. Erholung und Wérmebehandlung. Das Abklingen der Rekristallisations- 
phosphore erwies sich als strukturempfindlich. Dies ist insofern von Bedeutung, 
‘als der Verlauf des Abklingens itber strukturempfindliche Eigenschaften der 
Proben Auskunft gibt. Auf die Moglichkeit der Untersuchung solcher Eigen- 
schaften durch Lumineszenzerscheinungen hat schon W. G. Burcers hinge- 
wiesen [11]. Zunachst konnten Erholungserscheinungen bei den Pastillen durch 


5* 
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3 zeigt typische Beispiele 


. i tersucht werden. Fig. 
den Verlauf der Lumineszenz un 
der Erholung nach dem Pressen. Werden namlich die Pastillen bei 20° C gepresst 
und gleich nach dem Pressen untersucht, so kann zuniachst eine steigende Licht 
summe festgestellt werden, die je nach Pastille, im allgemeinen aber 30 Minuten 
! j to) 


Lichtsumme 


PS 102. “| 


a 1,02 - en er 


-'mol% 


| *\ 102: 10-3 mol % 


——— a 
+— 1,02. 10 4 mol% 


102-1071 mol% 
© 1,02: 10-2 mol % 
© 402-1073 mol % 


(4) Z 2 3 4 t3) 6 7 ZeitinTagen 


Fig. 3. Verlauf der Erholung nach dem Pressen. 
a) Verlauf in den ersten 60 Minuten, b) weiterer Verlauf 


nach dem Pressen, einen Maximalwert erreicht und dann langsam in 6—10 
Tagen auf einen Minimalwert absinkt. Ist dieser Wert erreicht, so bleibt die 
Lichtsumme ziemlich konstant mit einer Tendenz allmahlich und sehr langsam 
weiter zu sinken. Die Lichtsummenwerte der einzelnen Pastillen bei derselben 
Konzentration zeigen ziemlich grosse individuelle Schwankungen, nach der 
Erholung gleichen sich diese Verschiedenheiten aus, der Unterschied zwischen 
den einzelnen Pastillen betragt weniger als 10%. 
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Bei der Erholung handelt es sich um atomare Platzwechselvorgange, bei 
/ denen sich die durch Verformung gespannten Gitterplatze wieder entspannen. 
. Dieser Vorgang ist zeit- und temperaturabhangig. Nach einer von VAN Liempr 
_abgeleiteten Formel [11] 


: B=4,6-Tlog4n-t 

Tabelle I 

: Aus den Erholungsdaten berechnete Energien zum atomaren Platzwechsel wahrend der Erholung 
Pressdruck: 10000 kg/em?, Presstemperatur: 293° K 


| 
szei E i 
Messdaten ceraaeae | + “ eee = . f= Sees 

| geal/Mo e 
‘Transparenz (2.1 <<<s1es | 7 | 24,700 1,08 
Lertfahigkeit 4. ....\. <:.< - 3 24,300 1,058 
Phosphoreszenz ....... 134 | 26,200 | 1,144 

| 


kann auch die Schwellenenergie des bei der Erholung stattfindenden atomaren 
Platzwechsels berechnet werden (B = Schwellenenergie, n = 2-10'* atomare 
Frequenz, t = Zeit der Erholung in Sekunden*). Ergebnisse der Erholungs- 
messungen mit den dazugehérigen B-Werten in geal/mol und eV pro Atom sind 
zum Vergleich in Tab. I wiedergegeben. Es sei in diesem Zusammenhang darauf 
hingewiesen, dass bei den ' fritheren, eigenen Erholungsmessungen an NaCl 
Pastillen (zeitliche Abnahme der Transparenz, bzw. der elektrischen Leifahig- 
keit [2]) eine kiirzere Erholungszeit angegeben wurde. Dies ist jedoch verstand- 
lich, da ja bekanntlich der Verlauf der Erholung fiir verschiedene Eigenschaften 
verschieden ist. Ebenso konnte experimentell festgestellt werden, dass Beimen- 
gung fremder Stoffe die Erholungszeit verlangert [10]. Die Phosphoreszenz der 
Pastillen kann also als Indikator der in den Pastillen nach dem Pressen statt- 
findenden Erholung betrachtet werden. 

Zur Untersuchung des Einflusses der Warmebehandlung wurden frisch 
-gepresste Pastillen teilweise gleich nach dem Pressen (Fig. 4) und. teilweise 
nach beendeter Erholung (Fig. 5) je zweistiindig bei 100, 200, 300, 400, 500 und 
600° C, einige auch bei 700° C getempert. Es zeigte sich, dass die Lichtsumme 
zunichst mit wachsender Temperatur bedeutend abnimmt, bei 200—300° C 
ein Minimum erreicht und zuerst langsam und dann schneller steigt bis bei 600° C 
bzw. 700° C ein Hochstwert bzw. der Anfangswert der frischen Pastille erreicht 
oder auch ibertroffen wird. Die Zeit des Temperns spielt eine wichtige Rolle. 
Eine Probe wurde z. B. bei 300°C 2 Stunden lang getempert, die bekannte 
bedeutende Abnahme der vor dem Tempern gemessenen Lichtsumme konnte 


| 


* Unter Erholungszeit wird jene Zeit verstanden, die nach dem Pressen beginnt und 
dauert bis keine Anderung des Lichtsummenwertes feststellbar ist. 
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Lichfsumme | 
430 100 


50 | 102-1072 mol% 
02-10-32 mol % 


30 14,02-10~* mol 


Fig. 4. Temperungsabhangigkeit der Lichtsumme fiir verschiedene Tl Konzentrationen 


O 10 20 30 40 50 60 ZeitinTagen 


Fig. 5. Erholung mit darauffolgender Warmebehandlung 


festgestellt werden. Beim Fortsetzen des Temperns steigt die Lichtsumme, bis 
ein Sattigungswert erreicht wird (Fig. 6). Zum gleichen Ergebnis fiihrten Messun- 
gen mit Pastillen, die bei 500 und 600° C gemessen wurden, der Minimalwert 
wird aber bei 600° C schon nach 50 sec erreicht, danach steigt die Lichtsumme. 
Bei 500° C erreichte die Lichtsumme den Minimalwert nach 220 Sekunden. 
Nach zweistiindigem Tempern der Pastillen nach dem Pressen bei 600° G 
ist die erreichte Lichtsumme noch nicht konstant, ein allmahliches Sinken der- 
selben kann festgestellt werden. Die Lichtsummenwerte bleiben aber nach lin- 
gerem Tempern (z. B. 6 Stunden anstatt 2) ziemlich gleich, ein merkliches Abneh- 
men der Lichtsumme konnte nicht einmal nach Wochen festgestellt jeerdeam 


; 
| 
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Versuche wurden unternommen zur Feststellung des Einflusses langsa- 
mer und schneller Abkihlung nach dem Tempern. Beim schnellen Abeahlen 
wurden die Pastillen aus dem Ofen genommen und auf eine kalte Metallplatte 
gelegt. Zwischen den abgeschreckten und den langsam abgekihlten Pastillen 
konnte kein nennenswerter Unterschied festgestellt werden. 

2. Besprechung der Messergebnisse. Zur Erklarung der hier beschriebenen 
Vorginge kénnen wir davon ausgehen, dass es sich bei den NaCl-TICl 
Rekristallisationsphosphoren um Mischkristalle handelt, bei denen das Tl in 
fester Lésung von dem Muttergitter aufgenommen wird. Vor dem Pressen, nach 


| Lichtsumme 


S04 S., + ; 
S? 


00 


Fig. 6. Zeitabhangigkeit der Lichtsumme im Verlauf der Warmebehandlung 


Beimengung des TICI zum NaCl, haftet das TIC] an den Oberflachen der NaC] 
Kristallite des Ausgangspulvers, ohne jedoch zu dessen Kristallstruktur zu 
gehéren. Durch das Pressen werden die Kristallite mit den auf ihnen haften- 
den TICI ineinander gedriickt, ein Teil rekristallisiert sofort beim Pressen, 
andere Gebiete werden nur stark verformt. In beiden Fallen kommen 
Tl-Ionen ins Innere der Kristallite, die in den rekristallisierten Gebieten 
»endgiiltig«, in den nur verformten Gebieten »voriibergehend« eingebaut sind. 
Als Ergebnis leuchtet die Pastille gut, die Lichtsummenwerte sind hoch. Mit 
fortschreitender Erholung sinkt die Zahl der Leuchtzentren, da ein grosser 
Teil der nur instabil eingebauten Tl-Ionen mit fortschreitender Loslésung in 
den verhakten Gebieten sich an den Korngrenzen der NaCl Kristallite 
‘abscheidet. Ein zweistiindiges Tempern bis zu 300° C begiinstigt die Ausschei- 
dung, bei der sich Tl-Keime an den NaCl Korngrenzen bilden, die jedoch keines- 
wegs stabil sind. Bei héherer Temperatur lésen sich die Keime, und die Tl-Ionen 
diffundieren in das Muttergitter zuriick. Somit ware also das Sinken des Leuch- 
‘tens zu dem Wachstum der Tl-Keime an den NaCl Korngrenzen proportional. 
Bei Metallegierungen spielen sich ahnliche Vorgainge ab wobei gewisse Eigen- 
-schaften (Leitfahigkeit, Harte u. s. w.) der untersuchten Proben bei bestimmten 


& = 


ee 
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Temperaturen einen Maximal-, oder Minimalwert zeigen [12]. BECKENRIDGE 
berichtet iiber Ahnliche Effekte an mit Pb oder Cu aktivierten NaCl Kristallen, 
bei denen man eine entschiedene Abnahme des Leuchtens nach langerem Stehen 
bei Zimmertemperatur feststellen konnte [13]. Nach neueren Untersuchungen 
kénnen auch Versetzungen, die in den. Pastillen in grosser Anzahl vorhanden 
sein miissen, als Abscheidungszonen wirken [14]. Das Ausscheiden der Tl-Ione 
kann man sich nach FiscuBAcH und NowiIck [15] und Serrz [16] etwa folgender- 
massen vorstellen. Bei der Verformung durch Pressen bilden sich Versetzungen, 
die im Erholungsprozess beweglich werden. Die beweglichen Versetzungen bilden 
Leerstellen (vacancy) an Stellen, wo zwei oder mehrere Versetzungslinien sich 
schneiden (jogs). SEITZ zeigte, dass solche jogs im Falle von NaCl + 1/, Ladung 


besitzen, deren Vorzeichen vom Vorzeichen des letzten Ions vor dem jog abhangt. 


Nach einer inhomogenen Verformung (und beim Pressen des Kristallitpulvers | 


ist die Verformung notgedrungen inhomogen) bewegen sich positiv geladene 


Leerstellen in das Innere der Kristalle, wobei negativ geladene Leerstellen zuriick- | 
bleiben. Diese Leerstellen kénnen nun die ausscheidenden positiven Tl-Ione | 


aufnehmen. 

Uber 300° C werden die instabilen Tl-Keime aufgelést, und die Tl-lonen 
diffundieren ins Gitter, wo sie in feste Lésung aufgenommen werden: die Zahl 
der Leuchtzentren und damit die Lichtsummenwerte wachsen. Dass es sich 
hierbei tatsichlich um Diffusionsvorginge handelt, konnte experimentell fest- 


gestellt werden. Es wurden Pastillen so hergestellt, dass dem NaCl Ausgangs- | 


material das TICI in trockener Pulverform beigemengt wurde. Auf diese Weise 


konnte das Tl beim Pressen nur schwach in das Muttergitter aufgenommen | 


werden, und daher zeigten die Pastillen nur ein ganz schwaches Leuchten (Licht-_ 
summe: S-100/S) = 2%). Nach einstiindigem Tempern bei 500° C konnte ein 


starkes Leuchten (S-100/S) = 60%) erreicht werden. Derselbe Versuch wurde 


auch mit Einkristallen wiederholt. Von einem grésseren Einkristall wurden drei 
Kristalle abgespaltet. Auf den einen wurde etwas TICI Pulver gestreut und mit 
dem anderen zugedeckt. Die beiden Kristalle wurden dann leicht aneinander 
gedriickt und in den Ofen gebracht. Der dritte Kristall, der zur Kontrolle diente,, 
kam in denselben Ofen. Nach 30 Minuten Tempern bei 500° C wurden die Kristalle 
untersucht. Wahrend das Kontrollstiick titberhaupt kein Leuchten zeigte, leuch- 


teten die anderen verhaltnissmassig stark (S-100/S = 12%): das Tl diffun- 
dierte also in die Kristalle. 


4. Rekristallisation durch erhéhte Presstemperatur. Die Wirkung der 


Temperatur auf die Leuchtfahigkeit kann auch bei der Presstemperatur 
untersucht werden. Bei einheitlich 4000 kg/em? Druck und 1,02 - 107” Mol% 
Konzentration wurden Pastillen bei 20, 100, 200, 300, 400, 500 und 600° 


C Presstemperatur hergestellt. Die bei 20°C gepressten Pastillen wurden 
gleich nach dem Pressen, die anderen Proben nach Abkiihlen in der Press- 


form gemessen. Die Messergebnisse sind in Fig.7 wiedergegeben. Es zeigt 
~g 
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sich eine mit der Presstemperatur zunichst fallende Lichtsumme, die bei 
400° C ihr Minimum hat. Nach 400° Csteigt die Lichtsumme. Es ist zu erwah- 
nen, dass die bei héherer Presstemperatur gepressten Proben keine ausgepragten 
Erholungserscheinungen zeigen bzw. dass der Erholungsprozess sich bei solchen 
Proben nur sehr langsam geltend macht. Bei Pastille No. 135/b, die bei 600° C 
gepresst wurde, konnte nach 8 Tagen eine 14%-ige Abnahme der Lichtsumme 
i festgestellt werden; bei sechs Proben der Versuchsreihe No. 135 konnte auch 
nach zwei Wochen keine merkliche Anderung der Lichtsumme gemessen werden. 


100 


Lichtsumme 
Ss 
° 100 


9 200 400 600 C° Presstemperatur 


Fig. 7. Presstemperaturabhangigkeit der Lichtsumme 


Wenn die bei héherer Presstemperatur hergestellten Pastillen nach been- 
detem Pressen abgeschreckt werden, so ist dies mit einer geringeren Lichtsumme 
im Vergleich zu den langsam abgekihlten Proben verbunden. Einige diesbeziig- 
liche Messergebnisse sind in Tabelle IV zusammengefasst. 

Bei diesen Versuchen ist das Sinken der Lichtsumme mit steigender Press- 
temperatur bis 400°C bemerkenswert. Wir kénnen bei der Besprechung der 
diesbeziiglichen experimentellen Tatsachen davon ausgehen, dass die Lichtsumme 
mit der Zahl der Leuchtzentren proportional ist. Eine Abnahme der Lichtsumme 
bedeutet also eine geringere Anzahl von Leuchtzentren. Aus fritheren Unter- 
suchungen [2, 3] wissen wir, dass eine héhere Presstemperatur, bei konstant 
gehaltenem Pressdruck, mit einer starkeren Rekristallisation verbunden ist. 
Es ist also zunadchst unverstandlich, dass eine zunehmende Rekristallisation bis 
400° C mit einer Abnahme des Leuchtens, also Verminderung der Leuchtzentren 
verbunden ist. Folgende Befunde kénnen hier behilflich sein : 

a) Bei Rekristallisationsversuchen an Steinsalz fand Miier [17], dass die 
Kernwachstumsgeschwindigkeit abnimmt, wenn dem Ausgangsmaterial eine 
geringe Menge SrCl, beigemengt war. Diese Tatsache wird einer fortwaihrenden 
Anreicherung der Fremdatome an der Oberflache des wachsenden Kernes zuge- 
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schrieben. Ein zeitliches Durchbrechen dieser Fremdatomschichte bringt dann 
ein sprunghaftes Wachstum mit sich. 

b) Bei erhéhter Verformungstemperatur (t > 20° C) werden zwei entge- 
gengesetzte Prozesse wirksam: Verformung durch Pressen einerseits, zugleich 
durch die Temperatur einsetzende Ausheilung anderseits. CAFFYN und Goop- 
FELLOW [18] wiederholten und erweiterten die Versuche von Gy ULAI—HARTLY 
[19] und GyuLat—Boros [20] iiber die elektrische Leitfahigkeit verformter 
Steinsalzkristalle, wobei die Verformung durch Leitfahigkeitssprunge erkennbar 
wurde. Die Versuche wurden in einem breiten Temperaturintervall durchgefihrt, 
und die Verfasser konnten feststellen, dass der Druckeffekt (Leitfahigkeits- 
springe) mit wachsender Temperatur abnimmt : bei 400° C war so gut wie iber- 
haupt kein Effekt mehr erkennbar. Dies scheint damit in Verbindung zu stehen, 
dass bei einer niederen Temperatur die Verformung mit Gleitungen nach Kristall- 
ebenen stattfindet. Bei erhéhter Temperatur wird das Kristallmaterial der- 
massen weich, dass es zu fliessen beginnt. Die Rekristallisation kommt also 
durch Zusammenfliessen der Kristallite des Ausgangsmaterials zustande. 

c) Andere Untersuchungen weisen in dieselbe Richtung ; so haben SUETER, 
Garrop und Woop [21] im Falle von polykristallinem Al festgestellt, dass die 
gegenseitig wirkenden Vorginge sich bei 350° C ausgleichen, d. h. dass bei dieser 
Temperatur die Rekristallisation durch Zusammenfliessen der einzelnen Kérner 
bei minimaler Verformung bzw. Gleitung stattfindet. Bei héherer Temperatur 


(t > 400° C) wird die Rekristallisation der untersuchten Al Proben wieder unre- 
gelmassig und roh. 


Bei einer Rekristallisation bis und bei 400° C scheint also eine Méglichkeit | 


zu bestehen, dass der wachsende Kristallit die Tl Verunreinigung in die Korn- 


grenzen hinausschiebt, wodurch sich die Zentrenzahl vermindert. Bei héherer | 


Presstemperatur wird die Rekristallisation anscheinend so stiirmisch, dass diese 
Méglichkeit nicht mehr besteht, die Tl-Ionen werden also in das Muttergitter 


eingebaut, wodurch die Zentrenzahl und damit das Leuchten der Proben 
zunimmt. 


B. Verlauf des Abklingens 


Die Abklingungskurven sind durch eine Hyperbel vom Typus I = a-(t)” 
wiedergegeben. Wenn also beide Variabeln (J und 2) logarithmisch ausge- 
driickt werden, erhalt man Geraden (Fig. 8) [6, 7]. Die Neigung diesel 
Geraden (—tgo) hangt von der Konstanten 6 ab. Der Wert tg x erwies 


sich als konzentrationsunabhangig, dafiir kann aber ein Zusammenhang mit 


der Erholung und der Temperatur festgestellt werden. Hier gilt im allge- 


meinen, dass ein héherer Lichtsummenwert mit einem héheren Wert von 


_ tg a@ verbunden ist. Fig. 9 und Tab. IT zeigen die Werte von tg a in Abhingig- 


keit von der Erholung. Fig. 10 zeigt die Werte von tg a in Abhangigkeit von 
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Tabelle I 


Abhangigkeit der Lichtsumme und des Wertes yon tga von der Erholung 


I 
Pastillen Konzentration | Lichtsumme 


Nr. Mol% Messzeit S-100/S tg i 
110/a 1.02% 10-* nach» dem Pressen 2.c1c%. 6 oc. es 65 0.9 
D4 SLUNGeNsPBleEr ys aie ccroe's sis es | 0,8 
110/b 1,02 - 10~4 mach dem. Pressen ©. 5.)....2.0-%0> 8,18 0.8 
24 Stunden spacer pve ecm ec-ase 6 7,26 0,65 
110/e 10202105 = mach dem Pressem «0.625.060 | 13,6 0,8 
24 Stunden “spaver. sje. 50 cs.5s | 7,70 | 0,6 
112 FOZ oa 30 Minuten nach dem Pressen | 38.6 | 0,8 
50) Tage spater oc. itiar = 14,1 | 0,7 
| 
113 1,02 - 10-2 nach dem Pressen «2.05.00. | 55,4 1,0 
| 
50*Lage: spater.7 1.5.0.0 oss: | 23,6 e038 
128 T0210 nach dem Pressen .«.......... 37,4 | 0.8 
| 30 Minuten SPACE. iyoleicl- esas 65,8 0,9 
60 Minuten spater........... | 50,0 0,9 
| 120 Minuten-spater..........: | 42,3 | 0,85 
Vo a0Viaseapater i.e s 0-% i> >- (Ge | 08 
| 


der Warmebehandlung. In Tab. III sind weitere diesbeziigliche Ergebnisse zusam- 
mengefasst. Tab. IV gibt den Einfluss der Presstemperatur wieder. In Tab. IV 
ist eine gewisse Tendenz merkbar und zwar in der Richtung, dass die abgeschreck- 
ten Proben, neben geringerem Lichtsummenwert, einen im Verhaltniss zum 
Lichtsummenwert héheren Wert von tg o haben. Diese Tendenz macht sich 
auch bei der Pastillenreihe No. 136 geltend, denn mit auffallend niedrigen 
Lichtsummenwerten ist ein héherer Wert von tg a (0,8) verbunden. 

Die Tatsache des hyperbolischen Abklingens ist bei den Pastillen bemer- 
kenswert, da ja das Abklingen der Alkalihalogenideinkristallen durch ein expo- 
nentielles Gesetz beschreibbar ist [4]. Um sich in dieser Frage eimigermassen 
orientieren zu kénnen, haben wir einige NaCl-TICl Einkristalle mit 1,02- Le 
Mol% Konzentration aus der Schmelze geziichtet. Der Verlauf des Abklingens 
zeigte eine exponentielle Form. Nachher wurden dieselben Kristalle in einer 
Handpresse bis 8% gestaucht. Das Abklingen der so gestauchten Kinkristalle 
Anderte sich und wurde hyperbolisch. Diese Anderung ist in Fig. 11 wieder- | 
gegeben: der Verlauf des Abklingens ist in log-log Darstellung aufgezeichnet. © 
In dieser Darstellungsweise ist der exponentielle Verlauf eine Kurve, die nach 
dem Stauchen in eine Gerade itbergeht. Da der Einkristall auch nach dem Stau-— 
chen ein Einkristall blieb, allerdings mit starken Deformationen und damit 


Z. MORLIN 


Soe 


soyeds ofey ¢ eqorg 9q]o80 
ig ‘oylaseg oqssordeS yostay : *T ald sop Sunt 
-]o1S81e( So]-Z0] sip Joe Sunpoysry Jop ssnjjyury *6 Py 


UBER DAS NACHLEUCHTEN VON MIT TICl AKTIVIERTEN NaCl-REKRISTALLISATIONSPHOSPHOREN 353 


10 


Temperungsgrad 
0 100 200 30a +00 500 600) Go 


Fig. 10. Abhangigkeit der Werte von tga von der Warmebehandlung 


Tabelle I 
f Abhangigkeit der Lichtsumme und des Wertes von tga von dem Tempern 


F Konzentration: 1,02 -10~? Mol% 
g : 3 
, 
. ze . 
. 109 nach dem Pressen gemessen | 55,0 0,95 
of aa e200 ees ee 20.0 5 20.55 
500 S| + 24,0 0,65 
etl Sl + nach dem Pressen gemessen | 55,0 0,95 
: 6 Stunden spater |. 38,0 i= 0,75 
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Fig. 11. log-log Darstellung des Abklingens eines NaCl- TIC] Einkristallphosphors. 1. : Vor | 


dem Stauchen. 2.: Nach 3% em Stauchen. 3.: Nach 7%em Stauchen 


verbundenen Versetzungen, kann der beschriebene Versuch dahin gedeutet | 
werden, dass das Vorhandensein von vielen Deformationen zu einem hyper-_ 


bolischen Verlauf des Leuchtprozesses fiihrt. Dies weist darauf, dass. bei me | 
Leuchtprozess die bei der Verformung sich bildenden Versetzungen eine wichtige 
Rolle spielen, ahnlich dem Einfluss der Versetzungen auf die Halbleitereigen- 
schaften bzw. Elektronenstruktur gewisser Halbleiterkristalle [22]. 


Zusammenfassung 


1. Es wurden mit TIC] aktivierte NaCl Pastillen hergestellt. Es zeigte 
sich, dass das Tl auch durch Rekristallisation in das NaCl Kristallgitter ein- 
gebaut werden kann. 

2. Das Abklingen der so hergestellten Fie etscalligavienaphoaphors kann 
durch ein hyperbolisches Gesetz wiedergegeben werden. 

3. Eine Konzentrationsabhangigkeit der Lichtsumme konnte festgestellt 
werden. 
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Tabelle IV 


Abhangigkeit der Lichtsumme und des Wertes von tga von der Presstemperatur 


Druck: 4000 kg/em®, Konz.: 1,02 - 1072 Mol% 
ea ree eee ee a 
Pastillen Presstemperatur Art der Abkihlung Lichtsumme 
r. Cc nach dem Pressen S - 100/S, tg a 
: oa ae : Ne al eel, 
118/1 20 langsam 55 0,9 
118/2 100 langsam 43 0,85 
118/3 200 langsam 17 0,9 
118/4 300 langsam 12 0,85 
118/5 400 langsam 9 0,79 
118/6 500 langsam 62 0,85 
118/7 600 langsam 85 1,0 
135/1 600 langsam 73 1,0 
135/2 600 abgeschreckt 26,8 35 
136/1 600 langsam 70 0,8 
136 600 nach 10 min. 
abgeschreckt 68 25 
1,45 
136/3 600 . | —_abgeschreckt 12,7 0,8 
136/4 600 abgeschreckt 30,9 0,8 
136/5 600 abgeschreckt 10,9 0,8 
136/6 600 abgeschreckt 29.9 0,9 
4. Die Lichtsummenwerte sind von der Erholung, ferner vom Tempern 
und von der Presstemperatur abhangig. 
5. Die logarithmische Darstellung der gemessenen Werte gibt eine 
Gerade, deren Neigung den 6-Wert der hyperbolischen Funktion darstellt. 
Der tg-Wert des Neigungswinkels ist temperatur- und zeitabhangig. 


‘Die Arbeit wurde im Institut fiir Experimentelle Physik der Technischen 
Universitat fiir die Bauindustrie in Budapest mit Mitteln durchgefuhrt, die 
die Ungarische Akademie der Wissenschaften zur Verfiigung stellte. Auf- 
richtiger Dank sei dem Leiter des Instituts, Herrn Prof. Z. GyuLAI fiir die 
Angregung der Arbeit und stetige Leitung derselben ausgesprochen. Ebenso 
danke ich den Herren Institutsmechanikern K. Aszratos und A. Kerrtész fiir 
die Herstellung der Messeinrichtung. Den Herren Adjunkten L. ZELENKA, 
P. TomKa und dem wissenschaftlichen Mitarbeiter Herrn B. JEszENSZKY 
Banke ich fiir wertvolle Diskussionen. | . 
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MOCHECBEYEHME PEKPHCTAJIJIM3ALIMOHHbIX NaCl-DOC®BOPOB, 
AKTHBHPOBAHHBIX TIC 


3. MOPJIMH 


Pesrwme 


; 


B paGore ropoputca 0 docpopax B Buse taOneroK NaCl, akTHBHpOBaHHOrO Tel 


BcrpanBaetca B pemeTKy NaCl mpu peKpucTaiMsalinn NO OONbIIMM AaBAeHHeM pH H3ro- 
ToBleHuuM TadmeToK. UiccmeqoBaoch mocmecBedeHHe PeKPHCTAaIM3a HOHHbIX ocdopos. 
V3POTOBACHHbIX BbINIeH310)KeHHbIM crocoOom. HaOmosasuch ABICHHA OTAbIXAa H BTOPHUHOK 
PEKPUCTANINUsAMH, MpOTeKAHHe KOTOPbIX H3yUaOCb H3MepeHHeM SaBHCHMOCTH T1OC1eCBe- 
4yeHHA OT BpemeHu. TlocmecBeyenue TaONeTOK NOAMMHACTCA runmepOomM4eckoMy 3aKOHY. 


ON A NEW EXCHANGE POTENTIAL 
By 
P. SZEPFALUSY 
PHYSICAL INSTITUTE, UNIVERSITY FOR TECHNICAL SCIENCES, BUDAPEST 


(Presented by P. Gombas. — Received 25. II. 1957) 


In the investigation of systems consisting of particles of spin 4% by the Hartree-Fock 
method there occurs the operator of exchange interaction. The semi-classical analogue of this 
operator is known for various interaction potentials. The purpose of this paper is to present 
a method which makes possible a more accurate determination of the semi-classical analogue 
of the exchange operator. The detailed calculations have been carried out for the Coulomb 
potential. 


1. An outstanding approximation method for solving the many-body 
problem of wave-mechanics is that of the “self-consistent field”, originally deve- 
loped by D. R. Hartree [1]. For systems consisting of identical particles the 
method was improved upon by Fock by requiring that the wave function of 
the system should satisfy the Pauli principle, i. e. that the wave function should 
be antisymmetrical [2]. This can be achieved by arranging the three-dimensional 
wave functions of the one-particle states of the “self-consistent field’? method 


in determinant form 


| 71 (41) - 91 (Gn) 
it Pass 
ais /N! | - eres (1) 
| en (qu) - PN (qn) | 


Here ® is the wave function of the system; q;(q) is the wave function of the 
i-th one-particle state ; q are the three space coordinates and the spin variable ; 
N is the number of particles. 

It should be noted that we restrict ourselves to the ground state and such 
systems, where the number of one-particle states which can be filled in the 
ground state is equal to that of the particles. (This results, among others, in 
that the one-particle states can be divided into pairs which differ but in their 


: . . 
in quantum numbers.) Otherwise the wave function of the system would not 


spi 
be a single determinant of type (1) but a linear combination of such determinants. 


Following Fock the wave functions yi(q) can be determined from the set 


if 


of equations 
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— poly +V 0) ei) + 


2m 


(2) 
os | U (v, 1’) 0 (q’) da’ @: (q) — AG: (9) = Evil) - 


Here 4 is the Planck constant divided by 27; m is the mass of the particles ; 
V is the external potential; U is the interaction potential of the particles ; 
o(q) is the density of the particles in the three-dimensional space generalized to 
contain the spin variable ; A is the operator of the exchange interaction ; E; 
is the energy of the i-th one-particle state. 

The exchange operator A written in detailed form is 


A gi(q) = § U (t, 1’) o* (4.9) (9) EY > (3) | 


where the density matrix is 


0(q.4q') = S i (4) % (9) (4) 
and i | 
0 (q.4) =e(q)- (4) 


Neglecting the spin-orbit interaction the wave functions 9; (q) can be | 
separated in the following manner: 


9: (9) = Yi (2) %m,; (9) . (5) 
| 
Here y(t) is the part of the wave function which only depends on the space : 
coordinates and m,;(0) the spin function belonging to the spin quantum number : 
m;;, which depends on the spin variable o (by definition 1]m,;(¢) = Som_)- 

By substituting the wave functions (5) into (3) and taking into account 


that the one-particle states can be divided into pairs which differ but in their 
spin quantum numbers, we obtain 


ra : 
| Ay, (0) =~ | U (t, 1’) o* (t, 1”) yi (t) dr’, (6) 
where 

g(t, 1’) = > vi (t) y(t’). a) 


The three-dimensional density of the particles obviously is 


: N i 
et) =e = Sloe. (3) 
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In the following we shall assume Coulomb interaction betwe en the particles 
| U(r) = —_, 0) 
where e is the elementary charge. 
With this equation (6) takes the form 
2 


Avi(t) =< OPT) oy, (v) de’. (10) 


2. It was Dirac who first searched for the semi-classical analogue of the 
exchange operator (10) [3]. He obtained 


k 27h Bt 


where p is the classical momentum belonging to the i-th quantum state ; the 
integral is to be extended over the region p’ S p,(t) (p denotes the absolute 
value of p), as it is this distribution in the momentum space which corresponds 
to the state of lowest energy. The integration can be carried out in an elementary 
way and leads to the following result: 


Dy 2.8 2 
MD (en) ee Ee Eee 
20h Pp 


Bert E H 2.| . (12) 
Pisa. 


According to the Fermi-Dirac statistics p, is related to the density in the follow- _ 
ing manner [4] : 


pe=> [5] here Me (13) 


The same result is obtained if in expression (10) of the operator A the wave 
functions of the one-particle states are replaced by plane waves. 


In such an approximation the calculations were not carried out for the exchange operator 
but for the total exchange energy [5]. As regards the exchange operator the calculations require 
but a minimum amount of modification, which is briefly the following. 

From equations (10) and (7) we obtain 


2 N F (47), i , 
A yi (t) = — 2, y(t) ! eo dt’. 


360 P, SZEPFALUSY 


then j 
% (PP pt) 
— dr’ 


, wi (v’) wi (t’) pir ee 
i} t , 


Oa —r’| A [t—t’| 


I 
: nee : = (p—py; t) 2 : . 2. ae 
is the potential of the charge distribution (71 eh ( °°) Thus the Poisson equation is valid 


i 
AU (t) =— 422-10 


(p—Pp t) 
whence , 
Ue) 7 FO Ta Pe) 
Thus ‘ 
(¢ v ’ 
A= a a 2metht Soon’ 


If the number of particles is sufficiently great the summation may be replaced by 
integration over the number of particles. Using relation (18) (writing of course Q instead of dt) 
we obtain equation (12). 


In searching for the classical analogue of the exchange operator A Fock 
proceeded in the following way [6]. According to the Poisson equation of poten- 


tial theory is the core of operator — 4 2/4. Thus from (10) we obtain 


(ol | 
with the aid of (7) | 


N io : 
A= — 2x68 S yi (t)— wilt), (14) 
[=1 
or, as — A?A is the operator of the square of momentum 
ey 1 
A= 20eA? Swi (t)— i (Xt). (15) 
1=1 Pp 


The classical analogue is obtained by replacing operator p? by the square 
of classical momentum p which is already commutable with the coordinates. 
Thus, with regard to the expression (8) of the density we obtain from (15) 


AP (t,p) =2redan LY) ; (16) 
P? 
The expressions (12) and (16) of A? and A’ resp. are apparently not equi- 


valent. They exhibit the greatest similarity for p = P,» a8 in this case they 
only differ in a proportionality factor: 
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4 

A” (t, py) = 3 magus (t), (12a) 
F [+ RL eae 
A (€5 Pu) = 5% 013 (x), (16a) 
with 

sara 
"ae el pea ee 17 
aie (17) 


where the relation (13) has been used. 

AP and Af yield different results for the total exchange energy too. 
Obviously the exchange energy of the system is obtained by integrating over 
the number of particles provided the number of particles is sufficiently great. 
According to the Fermi-Dirac statistics [7] : 


2 
where the distribution function f at absolute zero of temperature is 


f=1, i#__p<p, 
and (19) 


f 2; if P>Pu- 


Using this relation we get 


N 
EP = — | BPO penn | ete (ar, (12b) 
N 
1 ee 
Bf = | AP dn = xa os (de. (16b) 


0 


The factor 1/2 is used in order not to take the interaction between the 
pairs of particles twice into account. 

: 3. The question arises as to the reason for this discrepancy. To decide 
this let us consider the following. In the classical transition the operator — 4 A 
in (14) has been replaced by the square of momentum p of the i-th particle. 
To decide whether this is justified let us apply the operator in (14) to the wave 
function yj; (rt) : 


Ay ()=—228 Sw On. 20) 


Elementary calculation shows that. 


res Be (t) y(t) =[|p— Pyf (x) Yi Giies ne tanh) 
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where $i and p are the respective momentum operators acting on the [-th and 


the i-th one-particle state wave function : 


) fo) 0 
eee, aes 2 
1 fe) XI OY, 0 ZI] 
and 
hi { 2 0 se) 
phe I). 3) 
ion Oy wes 
From this follows that in the case of a classical transition the operator — A? 4 ) 


in equation (14) should be replaced by | P: — |? rather than by p” and thus 


Ne Re | 
A (up) =22ei? RO 24), 
“ai |\p—pl 


Provided the number of particles is sufficiently great the summation may be | 
replaced by integration over the number of particles. In order to be able to inter- | 
pret the integral the notation of the quantum state in the one-particle wave | 
functions must be re-written to correspond to the semi-classical treatment. | 
In the semi-classical treatment the quantum state can be characterized by the 
corresponding momentum, thus : 


|p (t) ? =| v(t, Pd |? - (25) | 


Taking (18) and (19) into account we may write : 


ORs «vem a ie jy po? 
(x. p) saa} i Rat eee (26) 


Pi=P yu (v’) 


If the one-particle wave functions within a given region are replaced by 


plane waves (26) goes over into (11) or rather (12). Namely then | p(t, pz) |? = 5 


(where 2 is the volume of the region considered), moreover within the volume 
Q o and with it p, are constant. . 
The exchange potential can be determined to higher accuracy by substitut- 

: 


ing the one-particle state densities in the integrand by an average value taken 
over all the particles, which is . 


P(=Py (t’) 


eae. | 
wim a lw tepo Pdn=— | av { lv@mean. en 
| 

. 
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‘Further, by replacing the summation in (8) by integration over the number of 
sparticles we obtain 


N 
o(t)= (jv. p)Pdn =[dr’ ff l|yp(t.p) Pap, (8a) 
0 Pi=P,, (v’) 
jand thus 
ae ti) 27 
hi Rema Q(t). (27a) 


Substituting this average value into equation (26) the integration in the 
momentum space can be readily carried out, giving 


A (. =H AO [| BOSF hog | OT? ee, 
aes 27h N Sete a Fag ae ve eet os 


In the special case when p = p, (t) with the aid of (13) this potential 
can also be expressed in terms of the density similar to (12a) 


ein) S088 Winters (yi eH) ee 
gi (x) oF (0) 019) 


4-2 6u8 2) dv’, (28a) 


A (ts pe) = 2 


where ~, is the constant in (17). 

In the statistical theory of the electron cloud of the atom it is a very impor- 
tant fact that the exchange potential in (12a) vanishes at infinity as o' 8 (since 
in the equation determining the density the exchange potential corresponding 
to p = p,, occurs). It is thus expedient to investigate expression (28) for the case 
t—> oo,o(t)—> 0. Elementary calculation yields that 


jim 4 (tp) >| 5 ma fot? e)de' |e (29) 


I— co 
(2 (t) > 9) 


Thus potential A (r, p,) vanishes at infinity as @. 

The exchange energy is obtained by integrating (28) over the number of 
particles and by dividing by 2, as we have seen in the case of equations (12b) 
and (16b). Using equations (18) and (13) we obtain 


a hi). | [2/8 (rv) —_ 92/3 (r’) 12 ove (ct) ot.) 
acest Tat Jf ect Blea et (r) + ot (v’) 


+2 [0 8 +28 @)o()]} dear (30) 


es 
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In conclusion it should be noted that although Coulomb interaction has 
been assumed between the particles the method described here can be equally 


well applied to interactions of different type. 
My thanks are due to Prof. P. Gompis for his continuous interest and 


valuable advice. 
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O HOBOM OBMEHHOM MOTEHLMAJIE 
ll, CEN@®AJIYIUM 


Pesiwme 


Tipu paccmorpeHun cHcTeM, COCTOAMNMX H3 YaCTHIL C TOJOBHHHBIMM CIMHaMH, MeTOOM. 
Taprpu—®oka noaBaAeTcA onepaTop OOMeHHOrO B3anMogelicTBuA. TlomyKmaccnuecKnit aHa- 
lor STOO OMepaTopa UBBeCTeH B CyYae PasIMYHBIX NOTeHWHAIOB B3aHMOelcTBUA. LlembIO. 
padorbl ABIACTCA MOKA8ATb METOM, AalOUIMit BO3MO>KHOCTb Oomee TOUHO ONPeAeIUTh NOMyKIACc- 
cwueckHi aHanor oOmeHHoro omepatopa. JleTabHblii pacueT mpoBefeH B CIy4ae KyJIOHOB- 
CKoro MOTeHIMasa. 


UBER DIE DRUCKABHANGIGKEIT 
DER BAHNDREHIMPULSVERTEILUNG 
DER ELEKTRONEN IM ATOM 


Von 


P. GomsAs 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 1. III. 1957) 


Mit Hilfe des statistischen Modells von Thomas und Fermi wird die Druckabhingigkeit 
ider Bahndrehimpulsverteilung der Elektronen im Atom berechnet. Es ergibt sich, dass von 
hohen Drucken (P > 10% dyn/cm?) an im allgemeinen die Zustaénde mit kleiner Nebenquan- 
tenzahl weniger besetzt sind als im freien Atom und dass weiterhin bei diesen hohen Drucken 
auch Zustande mit héherer Nebenquantenzahl besetzt werden, die in freien Atomen und auch 
bei kleineren Drucken unbesetzt sind. 

Auf Grund des statistischen Atommodells kann man bekanntlich die 
Verteilung der Elektronen auf die Zustande mit verschiedener Nebenquanten- 
zahl im Atom berechnen.! Die bisher durchgefihrten Berechnungen beziehen 
sich alle auf das freie Atom, also auf den Fall, dass der Druck am Atomrand 
verschwindet. Wir wollen nun hier den Fall untersuchen wie sich die Verteilung 
der Elektronen auf die Zustande mit verschiedener Nebenquantenzahl im Atom 
gestaltet, wenn man das Atom unter Wahrung der Kugelsymmetrie komprimiert. 
Dies entspricht einem Atom in einem Kristallgitter, oder in einer unter Kompres- 
sion befindlichen Materie, wo man bekanntlich die ein Atom enthaltende Ele- 
mentarzelle durch eine Kugel — die Elementarkugel — vom gleichen Volumen 
im allgemeinen gut approximieren kann. 

Uns interessiert im folgenden die Anzahl N, der Elektronen im Atom, die 
sich in einem Zustand mit der Nebenquantenzahl | befinden. Wenn wir das 


homas-Fermische Atommodell zugrunde legen, so ergibt sich 


m= (SF) 2+ [bee — ape (1) 
" a= alee] Git 1s (2) 


hier bezeichnet Z die Ordnungszahl des Atoms, y die Lésung der Thomas- 
Fermischen Gleichung 9” = —. fx” und x eine Variable, die mit der Entfernung 


r vom Kern folgendermassen zusammenhangt 


re 1, Fermi, ZS. f. Phys. 48, 73, 1928; Nature, London, 121, 502, 1928; Rend. Acc. 
Lincei (6) 7, 342, 1928, weiterhin vgl. man z. B. auch P. Gompris, Die statistische Theorie des 


[ome uad ihre Anwendungen,,§. 167 ££, Springer, Wien, 1949. 
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1/3 do 


om 5 


ist und a, den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bedeutet. Die Integration ist | 
in (1) auf alle positiven Werte von x zu erstrecken, fiir die der Ausdruck unter | 


der Wurzel im Integranden positiv ist. 

In den bisherigen Arbeiten wurde N, fiir freie statistische Atome berechnet. | 
Wir wollen nun bei Zugrundelegung der Thomas-Fermischen Naherung N;, fiir | 
Atome berechnen, die durch einen ausseren Druck (Zwang) unter Wahrung der | 
Kugelsymmetrie zusammengedrangt sind. In diesem Fall besitzt das Thomas | 
Fermische Atom einen endlichen Grenzradius ro, der mit dem Radius der Elemen- | 
tarkugel identisch ist ; fur freie Thomas-Fermische Atome ist Ty) = °°. 

Da die in (1) eingehende Lisung der Thomas-Fermischen Gleichung fir | 
verschiedene Grenzradien des Atoms ry bzw. | 


XO Se age ) 
iu 


tabelliert vorliegt, lasst sich N, als Funktion des Grenzradius’ aus (1) einfach 
berechnen. 

Zur Bestimmung der Druckabhingigkeit von N; hat man auch den Druck 
P als Funktion von x) zu berechnen, das mit Hilfe des Ausdruckes 


3 : 2 Z \3/8 5/2 
P= 2 H.0()89 = | sd Feats (6) 
A) 3 CM A a yal Wee os 


geschieht, wo 0 (xy) die Elektronendichte am Atomrand und x, die Konstante 


3 
x, = 10 (3 m2) 2/8 e ao (7) 


bezeichnet ; e ist die positive Elementarladung. 


Durch Berechnung der Funktionen N{((x)) und P(x) lasst sich durch 
vermaittelang von x) N, als Funktion von P darstellen. Die Berechnungen haben 
wir fiir die Edelgasatome Ar, X und Rd mit den von SLATER und KRUTTER 
festgestellten Lésungen®? der Thomas-Fermischen Gleichung durchgefihrt ; die 

J. C. Suarer u. H. M. Krurrer, Phys. Rev. 47, 559, 1935. Die tabellarisch dargestell- 


ten Lésungen wurden in der Mono i i 
! graphie von P. GompAs, D isti i 
und ihre Anwendungen, Springer, Wien, 1949 verdffentlicht, “haben ee | 


» 
> 
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Resultate sind in den T: 2 reg : i 
i ; ate sind in de n Tabellen 1, 2 und 3 angegeben.’ In den Tabellen ist auch 
Jer Anstieg der Anfangstangente der zu den verschiedenen x)-Werten gehérenden 


p-Funktionen angefihrt, der neben x) vielfach ebenfalls zur Unterscheidung der 


XO 


oo <p 2 4/3 1 


(6) 0.25 0,50 0,75 7 


Fig. 1. N; und log P als Funktionen von x) baw. 1/xy fiir das Ar-Atom. P in dyn/em?- 
Einheiten 


verschiedenen Lésungen gebraucht wird. Die Resultate sind auch in den Figuren 


1,2 und 3 dargestellt. 
Wie aus den Tabellen und Figuren zu sehen ist, zeigt N; eine starke 


Abhangigkeit vom Druck. Gemeinsam fiir alle drei hier in Betracht gezo- 


3 Man sollte erwarten, dass die Summe der N-Werte fiir jeden x)-Wert mit der Gesamt- 


-gahl der Elektronen gleich sei. Wie man sich an Hand der in den Tabellen angegebenen Werte 


iiberzeugt, ergeben sich hiervon kleinere, bis zu 5% reichende Abweichungen. Diese riihren 
davon her, dass bei der Herleitung des Ausdruckes (1) fiir N statt dem Integral von I bis / + 1 


der Integrand an der Stelle / + | gesetat wurde; man vgl. hierzu die in Fussnote 1 zitierten 
Arbeiten. 
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Fig. 2. N; und leg P als Funktionen von x) bzw. 1/x, fiir das X-Atom. P in dyn/em?- 
Einheiten 


genen Atomen ist, dass N, fiir kleine ]-Werte mit wachsendem Druck kleiner 
wird; zum Teil erfolgt dies erst von hohen Drucken an nach Durchlaufen 
eines flachen Maximums. Ein weiterer gemeinsamer Zug ist, das bei hohen 
Drucken auch die Zustinde mit héherer Nebenquantenzahl besetzt werden, 
die bei freien Atomen und auch im Fall kleinerer Drucke unbesetzt sind. Es 
lasst sich also feststellen, dass bei hdheren und besonders bei sehr hohen 
Drucken die Verteilung der Elektronen der Atome auf die Zustande mit ver- 


schiedener Nebenquantenzahl eine ganzlich andere ist als in freien Atomen 


und zwar werden die Zustinde mit niedriger Nebenquantenzahl weniger und 
die mit héherer Nebenquantenzahl starker besetzt. 
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Fig. 3. N; und log P als Funktionen von x, bzw. 1/x, fiir das Rd-Atom. P in dyn/cm?- 
Einheiten 


Tabelle 1 


Die Besetzungszahlen NN; und der Druck P fiir verschiedene Werte des Grenzradius’ x) bzw. 
r) fiir das Ar-Atom. 7 in dy- und P in 10“ dyn/cm?-Einheiten 


— (0) | 1,5880710 1,588 1,586 55 1,38 1,00 
Xo o) 8,59 5,85 2,80 1,69 1,19 
ro oO 2,90 1,98 0,946 0,571 0,402 
P 0 0,0158 0,245 27,8 538 3780 
Ny 7,09 6,01 5,62 — 4,77 4,22 3,87 
Nee A L054 10,68 9,99 8,22 7,20 6,65 
N, 0 0,32 2,39 . 4,57 5,11 5,19 
Ns; 0 0 0 0,88 1,90 2,36 


ae) 
=I 
Oo 


Die Besetzungszahlen N; und 
fiir das X-Atom 


. t4 9 
der Druck P fiir verschiedene Werte des Grenzradius Xo bzw. 7%} 
4 rq in ay- und P in 1014 dyn/cm?-Einheiten 
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Tabelle 2 


| 
—@(0) | 1,5880710 | 1,588 1,586 | 1,55 1,38 | 1,00 
Xo 10 8,59 | 5,85 | 2,80 1,69 | 1,19 
ro 20 | 2,01 eee | 0,656 0,396 | 0,279 
P 0 | 0,617 | 9,55 | 1080 210.102 | = 147.108 
No 10,95 9,10 8,55 7,29 6,48 5,99 
N, 22,07 20,57 | 19,15 | 15,88 13,89 12,69 
N, 19,14 20,86 19,78 |} 16,38 14,58 13,68 
N, 0,16 (5,8) 7,52 | 10,32 07, | 21 
N, 0 0 0,21 | 4,11 6,44 | 7,13 
N; 0 0 0 | 0,44 2,09 2,96 
Ng 0 0 0 | 0 0 | 0,06 
Tabelle 3 


Die Besetzungszahlen N; und der Druck P fiir verschiedene Werte des Grenzradius’ x) bzw. r,| 


fiir das Rd-Atom. ry in aj- und P in 10* dyn/em?-Einheiten 


—¢'(0) | 1,5880710 1,588 1,586 1,55 1,38 | 1,00 
Xp 0 8,59 5,85 2,80 1,69 | 1,19 
ry 0 1,72 1,17 0,562 0,339 0,239 
P 0 2,91 45,0 5100 989.102 694.108 
N, 13,10 10,87 10,22 8,73 7,78 7,20 
N, 28,92 25,85 24,12 20,11 17,60 | 16,10 
N, 30,04 30,35 28,40 23,36 20,44 18,88 
N, 15,94 20,93 21,47 18,97 17,94 17,35 
N, 0 0,13 3,99 10,67 12,88 13,44 
N, 0 0 0 4,32 8,20 8,66 
N, 0 0 0 0,43 2,29 3,67 
N, 0 0 0 0 0 0,22 


i 4 Der eingeklammerte Wert fiir Ng bei x9 = 8,59 wurde durch Interpolation festgestellt. 
Aus (1) konnte namlich dieser Wert nicht mit geniigender Genauigkeit berechnet werden, d 

in diesem Fall im Integranden in der Differenz x p(x) — @ das erste Glied im ganzen Integration® 
gebiet nur um wenige Prozente grésser ist als das zweite, wodurch die Differenz und somit: 
der Wert von N53, zufolge der kleinen Unsicherheit mit der die numerisch berechneten Werte 
von @ behaftet sind, eine sehr grosse Unsicherheit aufweist. : 


~ 4 


( 


il 
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O 3ABHCHMOCTH OPBHTAJIBHOrFO MOMEHTA SJIEKTPOHOB ATOMA 
OT WABJIEHHA 


lM. POMBALI 
Peswme 


TipopegeH pacer 3aBHCHMOCTH OpOHTasIbHOrO MOMeHTa KOJINUeCTBA ABYOKEHHA 9JIeK- 
JOHOB aTOMa OT JaBIeHHA TPM MOMOWM craTHCTHYeCKO Mofenn Tomac—@®epmu. Tlomyuex- 
bi PeSybTAT MOKAaSbIBaeT, YTO TPH BbICOKHX WaBeHHAX (P > 10M AuH/cm?) BOOOMe CocTOA- 
iA C MCHbIUMMH TIOOOUHSIMH KBaHTOBbIMH UHMCIAMM 3arl0HeHbI B MeHbIUei CTeNeHH, 4eEM y 
OMHOrO aTOMa. Jlanee Np TaKHX BbICOKHX aBJICHHAX 3alOJIHAIOTCA HM TaKHe COCTOAHHA 
IbIUMMH MOOOUHBIMH KBaHTOBbIMH YHCIaMH, KOTOpble TIpH Ooee HHSKHX MaBNeHHAX MB 
30000HBIX AaTOMAX OCTAIOTCA He3aTIOJIHCHHBIMH. 
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NOMOGRAPHS FOR FAST NEUTRON SPECTROSCOPY 
By 
E. Bugspos6, L. MrpveczKy 
' INSTITUTE OF NUCLEAR RESEARCH OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, DEBRECEN 
and 
S. TOROK* 


SECONDARY TECHNICAL SCHOOL OF THE ENGINEERING INDUSTRY, DEBRECEN 
(Received 30. VII. 1956) 


To measure the energy distribution of fast neutrons with photoemulsions 


is tedious, particularly in the case of broad energy spectra. Frequently several 
Sousand paths have to be measured and the evaluation of the data, although 
‘simple in principle, is consuming much time. There are a number of slide rules 


oh 


Fig. 1. The proton path in the emulsion before (Rp) and after (rp) development 


and graphical methods which serve to overcome these difficulties [3, 4, 5]. 
Some of them had not been known to us until recently, while others did not 
fully answer our purposes, wherefore a set of nomographs have been constructed 


by us based on the following considerations. 
In our neutron energy measurements [1] the emulsion is used as both 


radiator and detector; we use the hydrogen content of the emulsion as the 
source of protons, and measure the tracks of the recoil protons. The neutron 
energy (E,) is given by 

E, = E, sec? p 
the recoil proton and ¢ the angle between the directions 


| where E, is the energy of 
both these data are to be taken from the microscopic 


of proton and neutron ; 
| measurements. 


* Casual collaborator of the Institute of Applied Mathematics. 
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NOMOGRAPHS FOR FAST NEUTRON SPECTROSCOPY SLO 


Fig. 1 shows the proton path (r,) in the developed emulsion. The two 
projections of the path (a, h) are measured with a calibrated ocular scale and 
pefne-focus screw, respectively. During fixation the excess silver bromide preci- 
pitates and the emulsion substantially reduces in thickness. This calls for a 
correction of the paths by a shrinkage factor (S), which is the quotient of the 
layer thicknesses before and after development. In this manner we obtain the 
path before development, i. e. the real proton path (R,). 
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In calculating the neutron energy two nomographs are used, the first 
giving the dip angle (y) and the energy of the recoil proton from the projections 
measured, the second the neutron energy from the thus known E, and p and 


from the measured ¢. 
Fig. 2 shows nomograph A, giving y and E, from the measured values of 


a and Sh, based on the following relations : 


Sh 
= AT Chel pares 
a 
R, =a secy 
q . 
q  E,p=f(R,) 


The unit length of the nomographs are so chosen as to keep the determination 


within the error of measurement. 


7* 
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The measured value of Sh is plotted on the left-hand vertical, that of d ; 


on the outer scale of the straight line on the right. The dip angle is read off tha 
Wan scale; on transferring the latter to scale pe, we obtain E, on the inner scald), 
of the right-hand straight line. The range-energy relation is based on the datd 
of C. M. G. Latres, P. H. FowLER and P. Cuer [2]. 

The last step in the determination is done by nomograph B seen in Figs3} 
It consists of two. coupled alignment chart multiplication nomographs, based 


on the identities 


cos g = Cosa + cosy 
and 


ve aap, 


cos? @ 
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9 : : 
Fig. 4. Ruler used in reading nomographs 


The measured value of « goes to the first column, the value of y to the thi 
and we read the angle y. With the help of the angle y and the previously dete 
ee E p we are able to get the neutron energy. Values for pp vary nen 0° ani 
15°, this is the maximum range of angle which can be used in neutron energ 


Pp 


a 


Theval ve 
Pen Vv es Me Sh andacan be given of course instead of in microns in arbi 
7 A fi fen 1 : 
eet oa 0 the fine-focus screw or the ocular scale, provided the shrinkag 
microscope magnification are constant. Since emulsions and micro: 
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pes of various type were used by the workers of our group, multiplications by 
ae shrinkage and the calibration factors had to be performed before the use of 
ae nomograph. The error of our nomograph is within 1%, as was established 
y the comparison of paths evaluated by the help of a calculating machine and 
y nomographs. 

To facilitate the use of the nomographs a special ruler was made (Fig. 4). 
) plexiglass disk was inserted into the hole of a transparent celluloid ruler ; 
his had a hair cross on one side, concentric with the rotation axis; on 
the same side a straight line was cut starting from the centre of the hair-cross 
nd running parallel with the ruler edge. In employing the device, the centre 
f the hair-cross is placed on the appropriate value, the ruler is turned and the 
traight line adjusted to the other value. By changing the original ruler in this 
imple manner, the line is prevented from moving away from the value to which 


t has been adjusted ; this certainly increases exactness and speed of calculation. 

Compared with those known from the literature our nomograph has the 
efinite advantage that it can be applied throughout the entire range of neutron 
nergy measurement in photoemulsion, i. e. from 0,5 to 14 MeV. The slide rule 
if J. P. Scanton [3] can only be used between 1 and 10 MeV, the nomograph 
lescribed by J. CaTALA et al. [4] above 2,4 MeV, while the special ocular grati- 
‘ule of J. M. Grsson [5] is not applicable outside the 6 to 20 MeV range and is, 
n addition, difficult to prepare. As to exactness, our nomograph agrees with 
hose of CaTatd et al., but is much easier to handle. : 

The authors wish to express their thanks to Professor J. ACZEL for his 
aluable advices and to Professor A. SzaLAy for the interest taken in their work. 
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THE REFLECTION ON TRANSPARENT 
PHOTOCATHODES* 


) 
) By 


Zs. NARAY and M. Tora 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Presented by L. Janossy. — Received 13. III. 1957) 


For the investigation of the reflection on transparent photocathodes we worked out 
a comparative method. By this method the absolute value of the common reflection coeffi- 
cient of photocathode and glass envelope could be determined. Investigating a generally used 
type of photomultiplier (type RCA 5819) we found it to show a comparatively high reflection 
— 30 per cent — in the maximum of sensitivity. 


If a light beam of intensity J, falls on a photocathode only light of inten- 
sity (1—r) I, will take part in producing a photoeffect as the fraction r1) 
of the incident intensity is reflected and is thus lost. 

Thus the sensitivity of a photocathode evaporated on a glass envelope, 
i.e. photocurrent per unit light intensity depends on the quantum efficiency 
(number of photoelectrons per number of absorbed light quanta) of the photo- 
cathode itself in relation to the intensity (1 — r) Jy as well as on the reflection 
coefficient r of the cathode and of the glass envelope. The problem of increas- 
ing the quantum efficiency has been widely discussed in the literature (e. g. 
[1]). We deal in this paper, from an experimental point of view, with the other 
factor determining the sensitivity of the photocathode, i. e. with the reflection 
on the photocathode only. Ao | 

First of all we investigate the intensity distribution of the light reflected 
by and transmitted through a transparent photocathode evaporated on a 
glass envelope (Fig. 1). | 

A fraction r,J, of the total intensity I) of the beam is reflected by the 
outer surface (denoted by 1 in the Figure) of the glass envelope B and only 
a part I, = d,J, = (1 — 74) Ly of the total intensity travels towards the photo- 
cathode C. The fraction r,J, of this remainirg intensity is reflected by the 
common surface (denoted by 2 in the Figure) of glass envelope and photo- 
cathode (disregarding the absorption loss on the glass envelope) and only a 
“part I, = d,1,= (1 — 7») I;reaches the photocathode. Here a fraction aI, of it 
will be absorbed. Thus on the other surface (denoted by 3) of the cathode I, = 
| = (1 —a)r,I, is reflected. Owing to the reflections occurring on the surfaces 
el. 2 and 3 the intensity reflected into the space before the surface 1 will be: 


Ky 
I, =r Iq = [ra + rod? + 13 23 (1 — 0)°] Ip. al 
* Published simultaneously in Acta Sinica (in Chinese). 
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If this reflected intensity I, is reflected towards the photocathode by a 
ity incident on the photo- 


mirror having a reflection coefficient rp, the intensi 


i i 7 ‘i is increase the aim of 
cathode will now increase by rod,d,J,, By measuring this increase 


(1-a) dd, If 
(1-a) dy do a3 fy 
—_—_———————— IT 


| 
Fig. 1. The intensity distribution of the reflected and transmitted light on the transparent; 
photocathode € evaporated on a glass envelope B 


RSS 
KS 


=a) 
TULLE, 


Cidddbhahdaddddadddbihdddsitidr 


LZ 


hs 


N ieee 
Ny 
x 
N 
N 
N 
N 


N 
NY 
N 
N 
8 
N 


ESS NS NG 


Fig. 2. Measuring arrangement. The incident light of intensity I, reaches the point P of t 

photocathode of multiplier M, through the slit D of semisphere Bs or By. Using Bs the re 

flected intensity will be abscrbed by its inner surface painted black and a current of intensi 

ig can be measured by galvanometer G. Using By, which has a reflecting inner surface, the ligh' 

rays reflected by the point P will be reflected into themselves and the current ijg — which i 
in general greater than ig — can be measured 


our investigations can be fulfilled i. e. the value of the: resulting reflection 
coefficient r can be determined. 
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The measuring arrangement is shown in Fig. 2. The multiplier having 
a plane photocathode is illuminated by a light beam of wave length A, which 
falls on the photocathode through the slit D of the light-tight house H. The 
inner surface of the house is, in front of the cathode, of semispherical form 
with its centre in the plane of the photocathode. This part of the house is 
‘interchangeable : Two semispheres of exactly similar shape and size were pre- 
pared: the inner surface of one of them (Bs) was coated with non-shining 
black paint, whereas that of the other (By) was made to reflect. Thus employ- 
ing Bs the reflected intensity J, will be absorbed and using By, it will be re- 
reflected towards the photocathode. 

In the course of the measurement Bs; and By are placed alternately on 
the light-tight house H surrounding the multiplier and the anode current is 
measured by a galvanometer. Using B3 practically all the reflected light will 


M 


| Fig. 2a. A modified form of the arrangement of Fig. 2. By means of this arrangement the los 
through the slit D of the reflected intensity can be eliminated j 


}be absorbed and in the anode circuit of the multiplier a current is proportional 
to the intensity [, = d,d, I, is obtained. Substituting By for Bs the light 
reflected from the point P of the cathode will be reflected into itself and thus 
the current iy proportional to the light intensity d,d, (Ij + roI,) can be measured. 
This current is in general bigger than ts. 

The reflection of alight beam slightly oblique with respect to the symmetry 
‘axis of the multiplier has also been investigated in order to be able to take 
‘into account the loss through slit D of intensity reflected from the cathode. 
For such measurements the axis of the multiplier is inclined by an angle B = 15° 
(Fig. 2a) relative to the direction of the incident light. 

The measurements have been carried out with a multiplier of the type 
RCA—5819, the plane-surface photocathode of which ensures a clear-cut 
geometry for the experiment. The multiplying stages are used only for prac- 
tical reasons as they make the measurement more convenient by amplifying 
the photocurrent. A further reason for the use of this type of multiplier was 
its wide-spread application, i. e. a more accurate knowledge of its properties 
seemed to be advisable. 
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As a result of measurements carried out with several multipliers with 


a light of wavelength 4 = 5461A we obtained 
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Fig. 3. Curves iit =? and the wavelength dependence of the relative sensitivity of the inves- 
tigated transparent photocathode 

: im—is rol, | 

As with help of (1) ———— ~ ee be determined from the current measure- 

Us 0 


ments not only the resulting reflection coefficient but in case when 19, 1, TF. 
and @ are known the reflection coefficient of the photocathode itself, r,, can) 
be calculated. The problem, however, can be simplified as in practice ry ~ | 
and r, <1, further (1 — o)? (1 — r,)? rs can be neglected as compared to s 
Thus, in our case, the reflection coefficient of the photocathode is: 


Lip ed 


- = 0,5. 
Us 
Investigating the reflection of the photocathode as a function of th 


wavelength of the illuminating beam the result shown in Fig. 3 is obtained. 
The spectral distribution of the relative sensitivity of the photocathode [2] 


d 
q 
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is shown also in the Figure. It can be seen that there is no close relation between 
the slopes of reflection curves and the curve of relative sensitivity. 
We express our thanks to Professor L. JANossy for the valuable advice 


given us in the course of our work. 
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ON THE DETERMINATION OF THE ENERGY 
OF A PARTICLE FROM ITS TRACK IN AN EMULSION 


By 


L. JANossy 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Received 16. III. 1957) 


Statistical methods are discussed for the determination of the energy of a particle from 
its track in an emulsion. The maximum possible information can be obtained by applying 
the maximum likelihood method. The maximum likelihood method is described and it is shown 
that the somewhat complicated procedure for the determination of the particle energy obtained 
in this way can be replaced by a very much simpler method which gives only 1% less infor- 
mation than the former one. 

The question of elimination of background noise is not treated here, it will be the sub- 
ject of another article. 


§ 1. The amount of scattering a fast charged particle suffers when travers- 
ing an absorber is a known function of the energy of the particle ; thus the 
energy of a particle giving rise to a track can be determined from the amount 
of scattering the particle suffers. 

The usual methods for the determination of the energy of a particle have 
the following shortcomings. 

1. The angles through which a particle is scattered on subsequent sec- 
tions of its path are statistically independent and therefore evaluation of the 
scattering constant from such angles could be done in a straightforward 
manner. However, the tangents of a track cannot be measured directly, they 
have to be replaced in practice by the sagittas, 1. e. by second differences of 
‘the coordinates of the track. 

2. The subsequent sagittas found from the coordinates of a track are 
not statistically independent. Their average value gives a measure of the 
‘scattering constant, however, the statistical error of this average value cannot 
be assessed without taking into account the dependence of the sagittas. The 
problem of the correlation of subsequent sagittas has been dealt with by 
“Mouére [1]. 

3, Since the sagittas are not independent of each other, the average 
absolute value of the sagittas or the mean square value of the sagittas does 
not contain all the information which can be obtained from the measured 
values of the coordinates. Consider e. g. five points P,, Pioh gb che The 
sagittas formed of P,P,P; and P,P,P; give some information about the amount 
of scattering — the sagitta formed of P,P,P;, gives information which is largely 


independent of the former. 


5 
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The whole of the information which can be obtained from the measurement | 
is obtained by the maximum likelihood method [2], the latter method was | 
applied to the problem of the scattering of atrack by YEKUTIELI [3]; we apply 
here the same ideas. 

4, When evaluating the energy of a particle from its track, it is necessary 
to evaluate — apart from the scattering caused by the fact that the particle does | 
not move along a straight line — also the scatter of the individual coordinate 
values caused by the inaccuracy of measurement. For the evaluation of the 
energy the latter “‘noise” must be determined and separated from the whole 
scatter. We shall not deal with this problem here, but hope to come back to | 
it in a subsequent paper. 

§ 2. Suppose we measure NV parameters 


k="kj, keo.e.  eN 


of a track (e. g. these parameters may be coordinates of points of the track). | 
If we form some function 


f(K) =f (Ft has. . > kw) 


of these parameters, the expectation value of the function 


(f(k) > = =f (k) P (a; k) 


is a function of the unknown scattering parameter a. P(a; k) is the probability | 


of finding the values k when measuring a track with a scattering parameter 4. 
Suppose thus 


(f(k) > = 6 (a), | 


applying the inverse function G—1 of G to each side, we put 


G-4((f(k))) =a. 


Replacing the expectation value of f(k) 
write 


by its measured value we can also 


C(f(k)) =a~a. (1) 


The function G(a) can be determined for any given function f(k) provided the 
form of the distribution P(a; k) is known. Thus equation (1) provides a meas- 
ured quantity a which fluctuates around the scattering constant a. In eneral 
a deviates the less from a the smaller the scatter ) i 


; 
q 


{(a—a)?) =da. 
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t was shown that 
Oa? = min, 


provided we determine a from the condition 


P (a; k) = maximum (2) 
for k fixed, a=a. 


ee 


The scatter of a@ when determined from (2) is obtained as 


‘ ee, 3? In P (a, k) 
' 6a? = 1fy — ——__—"__) . 3 
: io eS, | () 
§ 3. We apply now the maximum likelihood method to the evaluation 
of the scattering constant. Consider the projection of a track on a plane ; 


note the projected angle of scatter along a path s by A. The probability 


ensity for this is : 
gy (a, A) =\as/a exp{—as Ace (4) 


provided the angle A is not too large. Considering successive sections of the 

track each of length s, the probabilities for scattering through angles A,, A,, 
.., Ay can be obtained from (4). As the scattering angles are independent 
f each other, the ey of suffering scatter oe the angles 
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Is condition @) reduces i in this -porticnlar case to 
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The energy E of a particle, or more precisely the product pv of momentum and | 
velocity is in the relativistic region 
1 


pyuora ‘ t) 


therefore the relative error of the pv-value obtained from a is 
= (| 


The value (5) for the scattering constant with the relative error (6) is | 
the best that can be obtained from the values of N scattering angles ; in prac- 
tice, however, angles of scatter cannot be measured directly, all we can measure ! 
are the coordinates of successive points of a track. So as to get formulae which | 
can be applied directly, we have to determine the probability for a track to | 
pass through a number of points with given coordinates, without specifying 
the direction of the track in these points. 

§ 4. Consider thus the projection of a track on the X—Z-plane; the | 
coordinates of N-+ 2 points Py, P,, .--, Pui be denoted by | 


Xo, Zo; PCy Aes A N45 Zn+1- 


The track is supposed to lie nearly parallel to the X-axis. We can choose 
the x-coordinates arbitrarily, we assume the points to be such that their projec- | 


tions on the X-axis are equidistant, e. g. we suppose 


Xyri— Xp=%, KU, os mre 


For sake of simplicity we shall take x to be the unit of length, thus we suppose 


weasels , (8) | 


It is also convenient to introduce differences of Z-coordinates, thus we put 


- 
é 


YAN Fate re 8 eg We arena fees Ee 
and we denote 


Z4y 229 soo 9 ON — Ze 


So as to apply the maximum likelihood method we have to determine the 
probability function | 
; 

: 


Py (b; 2) 
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giving the probability density that a particle with scattering constant b passes 
through points P,, k = 0, 1, ..., N+ 1, corresponding to the set of 2-values 
‘denoted by z. 


We determine the above probability presently. We start from the pro- 
‘bability 


P (0; Ax, Asti: Zk-+-1) —_ 


3 (9) 
a PP bexp on b [(Anta — Ax)? + 3 (2x41 — Ax) (+1 — Ax+1)] } ’ 


where we have taken into consideration the normalization (8). The above 


expression gives the probability that a particle with scattering constant b 
starting from the point P;,in a direction A,, arrives in the point P;,,; in a direc- 
tion A,.4.* 

The probability for a particle to pass successively through points ves 
P,, ..., Py +1 in directions A= Ay, A), ..-, An+i can thus be written 


N—1 
Py (b; A, 2) = HT P (6, Ax, Anets Ze+1) = 


= ya \NH { Net” =) (10) 
= be exp & b = On > 
where 

0; = (Aygs1 — Ay)? + 3 (241 — Ax) (241 — Ax+1) . (11) 


For the determination of the scattering constant b it is necessary to average 
over the angles A and thus to obtain the probability distribution containing 
only the coordinate differences z. It is 


Py (b, Ao; z) =f... fPu(b; A,z)d Ard An... d An, 


where the left hand expression gives the probability that a track starting in 
a direction A, from the point Py passes through the successive points P,, Po, 
..., Py. It is inconvenient that Ap, giving an initial condition rather than 
being a stochastic variable, appears explicitly in the probability expression. 
The inconvenience caused by the explicit appearance of A, can be avoided. 
Without going into detail we note that 


§ Py (b, Ao; z) d Ay = Pn (b; Z) 
can be regarded as the probability density that a track which is found to pass 


; * The scattering constant b here is defined differently from the scattering constant a 
used in § 3. As can be seen easily, b = 4a. 
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through a fixed starting Le P, and a fixed end point Py .1 passes inbetween 
through the points P,, P., .. © Pio Lives (Pld sea) 8 normalized in such a 


way that 
(...§ POs 2) derdz... day-1=1, ; 


where the integration has to be carried out over such z, values for which 


levi ga S00 + zy = Zn+1 — Zo = const. 


ee ae 


So as to avoid the restriction on the differences z,, we can introduce instead 
of the differences 2, the second differences D,, b= 1,02, 2.55 Nee 


Dy = 241 — 2k - 
Thus we may put 


Py(b; z) =P (6; D), | 


where the right hand expression is a properly normalized probability density 
containing N independent variables D,. 
§ 5. We derive a recursion formula for Py(b; z). Denote e- | 


Py (b; %5..Ax) , a (| 
= ae 
the probability that the particle passes through the points Py, Py, ..., Ve 
in arbitrary directions but passes through the last point P,, in the direction A; 
The probability that the particle passes from the point~k to the point k + 
and reaches the latter in a direction: Ax,1 is 3 obtained with help of (9) as 


ir (bs 2; Ary a = Py a Zs} Ar) P ( paige Ar weed 
Thus een over = ne fi a : 


a New 8.5: 
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nserting (13) and (14) into (12), considering also (9), we find the following 
ecursion formula for the coefficients of (14) 


(Sy — 3 2441)? ) 

REG Rey 3 shy : 

k+l k+ 3 2h44 4(1-+T;) (a) 

3 Zn41 — Sx 

S41 = ———— — 3 : b 

LST. \_ (b) 

a i ( (15) 

Tes ee, 

a 4 (1+ T;) . | 
Cra = ~ V3(L+T,)/zb - Cy. (d) 


& 
be . . . ° eo . . 
The initial condition is obtained from 


t ae (0, 21, Aj) = { P(b, 215 Ao, A,)d Ao = 


ei iat 


el a a | 
P lee ) 


~ Yanb | a 
R= <4, Si=—Sa, T, ee Cy = 2//3 2b ., (16) 


— 


Iving the recursion (15) with the initial condition (16) we find 
Py (6; 23 An4i1) = Cni1 exp { — b(Ry+i+ Sni1 Anti me Ty+1AXi)}- ; 


grating into Anya we find 


= 


Py(bs d= Gnewr{—1Ks}, 
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become very small and they can be neg- 


For large values of k the powers of Vs 


lected, thus we have 


T.>T=—+13 Pee te (18a) 


The C, values can also be written down explicitly ; we find : 


1 


Sitiiel (aaa ile 
Gm dks (1 +11) (1 +7)... +70] 


With help of (18) we have further 


3 3 \Ek 
(= 2 a K+1)t , 
te abe (vi * + Ye ) 


thus 
3 


a =B baa By = ——=£=*=> 
N N N resi 


The recursion formulae (15) can be somewhat simplified, if we introduc | 
expressions depending on the second differences D, only. As the result of 
ea calculation we find that 


Up-r = Sp +2 Tez, k= 1,2, ..- . x 


| 
: | 
pier re iS ae } : 


is a linear combination of the second differences only ; furthermore (15 
expressed ir in terms of U;, reads . 


vas Ux-1 +27: Ds | | aa 

Ups — EE, 1,2, NN ae 

: ene. a 

= Birccducing the BEI into (188) we get with helps of a) and (20) = 
a a 
4 : : uo ht. : Noe oe 


ken Sno aa 
Ki ad is == ‘. * nd ~ 


a 
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here 


Py (b, Dy, De, ae , Dy) = BIN Byexp{ —b Ky}. 


§ 7. So as to get convenient expressions for large values of N, we put 


Ky = = ay) Di Disn (23) 
here 7) 
2 2 
ie te ES aS ee (24) 
2 aD? 8D, 8 Disn 


constant coefficients. Differentiating (21) twice we get, ome Deriae that 
U,, are linear in the D,, 


aKy 258 aU, aU, 
8 Dy Dyrn 8D, 9Drin 


= 


‘rom the definition of the U, we find 
SEs Saas Ce 
8 Dyes 


cee aTne (20) into D,, we find 
; OU, ap i Ly TS : 2 
<a ee 1+ Ty, S 


‘ther we get — Kt Es 


ae 
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and thus 


a Ky 3 (oy eee 


8D, 9 Dern 


Provided k +n <N, the summation can be extended to infinity without 


causing much error, then we put 


ee 1 
= DL) Se 
SWS TE 
and thus 
aKy V3 (yg_ay tor (Sa } 
9D, 9 Darn 2 kin<N 7 
therefore 
3 
iy eee | 
ain IE (3-27 an, | 
' 
thus if a | 


ag = 0,433, of== = 0,2326 iow Ma] 


a3 = te > 4g = — 0,017 >» 24 = 0,004 ° 


_ "The exact calculation shows that Ky is meee in the D,, in ene sense t 
by pecs each — 


Due bvie Ea cee > sl 


the expression. does not change. The latter property. oa that the 
differe ves no inf gosh acces aa val 
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Table of 1000 ax, », 


a ee es pe 
| k=2 | 3 | 4 5 

n=0 | 402 | 431 i334 
| 1 =215 = 23] £2932. | 
: 2 58 62 

3 a 15 5 eae 

4 4 | 

5 ae] 


n the places marked with dots the coefficients do not deviate from the corres- 
»onding stationary values up to the third decimal. 

§ 8. We have thus shown that the probability for a track to go through 
V+ 2 points Py, P,, ..., Pyi1 can be written as 


Py(b; D) = By btN exp { — b Ky}. (28) 


n can be computed from the second differences D,, k = 1, 2, ..., N according 
‘0 (23) with the coefficients given in Table I. 

Applying the method of maximum likelihood we can put as the best 
value b of the scattering parameter the one for which (28) has its maximum ; 
chus we may put 


b=N/2 Ky. (29) 


he scatter of 6 is obtained according to (3); we have 


on Pb) _ yrs 
$ abe 
‘hus = 
= = VIN; (30) 


6b 1 


1 
v 2 5 j2N 
: P 


Jomparing with (6) or (7) we see that using the coordinates of N + 2 points 
of a track, thus using N second differences D,, we can determine the energy 
h the same accuracy as if we had measured N independent angles of de- 
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} 
ns to be discussed, how far one can rely on the} 


§ 9, The question remal 
We note that the distribution 


value b obtained for b from (29). 
By b*N exp { —b Ky} 


ximum when taken as a function of b>} 
hat of a Gaussian distribution. Although | 
arrow maximum has a good signi-}f 
ks of particles of various energies 
The probability density of tracks} 
_ Thus the probability density of : 


b and a given K-value is 


has, if N> 1, an extremely sharp ma 
the shape of the maximum is similar to t 
b itself is not a stochastic variable, this n 
ficance. Suppose we have in an emulsion trac 
and thus with various scattering parameters. 
with scattering parameter b should be ¥/(b) 
finding a track with a scattering parameter 


W (b) By bt exp {— b Ky}- (31)| 


Taking the tracks with fixed K-value, the above expression gives the density} 
distribution of the scattering constants of the tracks which belong to the same 
K-value. If W(b) is a function which does not change rapidly with 6, then th 
shape of the distribution is governed mainly by the last two factors and th 
distribution has a very sharp maximum around b = 6. We see therefore that 
the tracks giving the same K-value form a narrow band of energies with most 
of the scattering constants inside the threefold scatter, i. €. inside b -+ 36b: 

Approximating the distribution by a Gaussian distribution we can sa) 
that the probability for the scattering constant b of a track to be containec 


in the interval 


|b—b|<366 

ip-99,7-%. 
If we give an explicit expression for ¥/(b) we can make small correction 
in the formulae obtained. 
Assuming e. g. that the particles traversing the emulsion have a powe 


spectrum, we can put 


YP (b) =abt>". (3 


Inserting (32) in (31) we get for the expected value of b for a track with give 
K-value which has been picked out at random from the tracks of the emulsio 


$N+49— 
(ott exp {=b Ki db Nb y Ad 


€ b YK — = 
(BENT #9 exp {—b K}db 2K 
The scatter of the b-values can be found similarly ‘ 
bib) Se 08 een bie 
: 2 K2 : 
~ = 


ON THE DETERMINATION OF THE ENERGY OF A PARTICLE FROM ITS TRACK IN AN EMULSION 397 


thus 


6b = Hiss 
—~ = j2a(N+y—]) . 


bk 


Provided N > y, the above expressions coincide inside the uncertainties of 
measurement aith the expressions (30) and (31). 

§ 10. We determine the Laplace transform of the probability density (28). 
We introduce thus 


Tal A Rigs iN) = \ tek | exp {& A, D,}P (b; D)dD,...dDy. 


The integration can be carried out easily if we introduce the U,,k = 1, 2, ...,N 
defined in § 6, equ. (20) as new variables of integration. We thus get 


Ae | | 
i; (A1, Ao, ase > An) = exp a > A -- eee n+ . (33) 


With help of the Laplace transform we can determine various moments ; we 


find thus 


Sad ale 3b ( 
similarly 
pete i L 
D,D = Ls = D?e’., 35) 
6D Dees? beayaar Far i? ( 
further 
CDeDis yy = 05 9-1. (36) 
2 


We see thus that there is a 25% positive correlation between overlapping 
second differences D, and D,,1, but there is no correlation between more 
distant second differences. 

Furthermore putting in particular A, = 0 in (33), we find 


L (Ags day ee Annas Os Antrs aaanis » An) = 
= DL (Ay, ... 5 Axa) L (Anti, HAR) 


te ate Cae " 


‘aking the inverse transform of the above equation, we find 


a 


{ P(b; D1, Dz, ...,Dy)d Dy =P (b; Di, -.. » Di-1) P(b ; De+y--- > Dn)- 


Thus non-overlapping sets of sagittas are statistically independent. In par- 
ular D,, and D,,9 are statistically independent. 
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With help of the Laplace transform we can also derive some moments 
of the fourth order. In particular we find : 


16 4 10. 
he a ee (Di Dita) = Fae? (Di Dir) = Oop (37) 


\ 


In the following we shall also make use of averages of the absolute sagittas. | 


As the result of a straightforward calculation we find i 
| Dx | > = (8/3 2b), ; | 
(| DeDesal) ===> V15 + are sin : 0 
We have also in good approximation 
1 a 
CDi Diet|) ci) 2 ares ae aipes | (39 


\ 


§ 11. We can now estimate the standard errors of the results obtained 
by various methods which can be used to determine the scattering parameter 


} 
] 
1, From (38) it follows that ) me | 
b= 8N/3x¢ KY >’, = 
where ‘gn e eN . il 
KY = >| D.|. — | 
_ y=l - — - | 
Let us denote . Seer | . ae. | 
5 last | sty: N2 
aaa 3(E|D, |)” all 


thus by is @ measured value 
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With the values of the moments given in (38) and (39) we find that 


2. Instead of using absolute sagittas we can use the mean square sagitta. 
rom (34) we have 
b=—4/3<¢ K® Daas 
where 
‘ K® a D2 
Ve denote thus 


bs SS Se : (42) 


where }, is the scattering parameter determined from the mass square sagitta. 
The scatter of by is given by 


bb, SX DP SEE 
Bee Dts 


e have . 


(OE Dy? = ¢(ZD3)*) — (2 Dt)? = N (Df) + 2¢ DED}. — 3 DEY) 


ing the values of the moments from (34) and (37) we: find | = — >= 
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Thus we may put ? 
—a)N _ 
(4 — a) (44) | 


Bias ? 


yD? — ao XD, Dyas 


where bs is again a measured value. ; 
With help of the moments given in (34), (35) and (37) we find as the} 


result of a short calculation 


dbs 36 — 32a+1962 14 (45) 

bn VN G22)? $ 

The above expression reaches its minimum for ; 

; | 

g=— 

15 : 

We find : : 
6 bs 2,019 a a 46)! 
Sear eat cents OT : | 
The minimum of (45) is not very sharp, thus, if one uses instead of the opt | 
mum value of 4= Pie somewhat more convenient value 2 793 >. of ok 
finds a a L | 
bbs 2,020 1 ieee | 
eae || Ga aad LOT WE Serres f (47) 
bs N 2 SESS 
| 


the latter value is Peper aI as ee as that obtained by the maximum ike ; 
hood method. Thus one can recommend as a convenient formula, nearly as 
good as that obtained by the maximum likelihood method: 3 a 


: ee ung oat oes get ah eng spl al, oT a 
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We shall investigate the problem of the elimination of noise in some more 
‘detail in a subsequent paper. 

We must emphasize that the above method may be used in practice 
if the noise level can be neglected against the real scattering of the particle. 
(That means, this method can be used without noise elimination in the case 
‘of a relatively slow particle stopping in the emulsion. 
| So as to have a constant scattering parameter we must choose subsequent 
-cells in the same manner as in the constant sagitta method. Thus the above 
method can be used for the determination of the scattering constant in the 
‘case of constant sagitta measurements. 

§ 12. Summarizing we note that determining the scattering constant 
from the average value of the absolute sagittas (equ. (40)) we loose according 
to (41) about 27°%% of the information which is contained in the sagittas 
i. e. 27 % more sagittas are needed so as to get from (40) a value as accurate 
as would be obtained by the best method. Using the mean square sagitta, 
i.e. determining the scattering constant according to (42), the loss of informa- 
tion is according to (43) about 12% when compared with the best method 
of evaluation. Using finally the expression (47) which requires only very little 
more work than the evaluation of the mean square sagitta, the loss of informa- 
tion is according to (48) reduced to 1% only. The latter loss could be avoided 
by using a further term of the form XD; Dy+2, however, the work involved 
in computing this term could be hardly justified by the gain of information 


thus obtained. 
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ONPEQEJIEHHE 9HEPIMM YACTHL B SMYJICHH TIO TPAEKTOPHSIM 
JI. AHOWM 


Peswme 


B craTbe pasOupawrca craTHucTHyecKue MeTOABI OLIpeeTeHHA 9HeprHu YaCTHL B IMYJIbCHH 
milo TpaekTopusam. Meroyom HaHOONbIIMX BepoOATHOCTeHM MOKET OLITh MOITYUeHO HanOOJIbIUIe 
‘wn popmauni. ITOT MeTOA ONMCHIBACTCA B CTATbe U OyHeT MOKasaH0, YTO NOMyYeHHAA TAKUM 
00pa3z0M CIOKHAA MeTOIMKA AIA OMIpeWeeHHA SHeCPru yaCTHU, MOKeT ObITb 3aMeHEHA sHaun- 
TeNbHO Oomee MpOCTHIM MeTOAOM, KOTOPbIlt aeT HHPOpMauMIO MeHbIUe BCeTO JIMIIb Ha 1%, m0 


cpaBHeHulo C MepBbIM MCTO/OM. 
. Bompocom uckmioueHHA WyMa oHa 3/ecb He Gynem saHuMaTbcA, HOO STOT BOTIpOC 


OyaeT MpeqMeTOM Apyrou cTaTbu. 


THE INTERFERENCE PHENOMENA OF LIGHT 
AT VERY LOW INTENSITIES* 


By 
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CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Received 29. III. 1957) 


An interference pattern is obtained with a Michelson interferometer; the intensity 
jlistribution in the pattern is determined by counting the rate of photons by means of a photo- 
multiplier. It is shown that the pattern obtained for very low intensities of light does not 
lliffer outside the margin of experimental error from the pattern obtained for normal inten- 
fities. At low intensities about 10% photons enter the interferometer per sec; thus for these 
‘ow intensities in average at any time much less than one photon is contained inside the inter- 


jerometer. 
i 


I. Introduction 


§ 1. From the classical theory of light it follows that the distribution 
of light intensities inside any interference pattern produced by an optical 
system consisting of lenses, slits etc., should be independent of the intensity 
of the light producing the pattern. However, when at the beginning of this 
sentury it was discovered that light consists of photons, doubts arose whether 
it very low intensities, i. e. where the density of photons in the light beam is 
ilready small, the interference pattern is of the same nature as the pattern 
it higher intensities, where the photons are tightly packed into the beam. 
J. J. Tuomson actually expressed his suspicion to G. I. Taytor [20] that at 
very low intensities interference patterns might essentially differ from those 
it higher intensities ; this remark of Thomson led Taylor to carry out inter- 
ference experiments with very low intensities of light. Later DempsTEeR and 
Baruo carried out more elaborate experiments to the same effect [4]. The 
>xperiments of Taylor and of Dempster and Batho seemed, however, to show 
‘hat interference patterns taken at low intensities show no deviation regarding ~ 
ntensity distribution from the patterns caken at high intensities. Moreover, 
yuantum mechanics established during the "Twenties gave a mathematically 
onsistent picture of both the corpuscular and wave properties of light, thus 
‘or a time the problem was taken as having been settled finally and even today 
most physicists regard the problem as satisfactorily settled both by theory 


and experiment. 
: § 2. Although quantum theory accounts in a mathematically satisfactory 
vay for the wave-particle properties of light this formalism cannot be brought. 


* Published simultansously in Acta Sinica (in Chinese). 
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into line with any attempt at visualizing the real nature of photons or light: 
Such attempts lead to rather paradoxical conclusions (see e. g. Born [2], Jon® 
pan [10], Drrac [5]). Many theoretical physicists claim that it is an essenti 
feature of modern physics that micro-phenomena cannot be visualized, others: 
e. g. E, ScHRODINGER, find this an unsatisfactory feature of theory, it being the 
However this may be, a large interferometer cannoyp 
d still the wave-particle paradox appear, 
escribe this paradox 


“sion of a crisis” [19]. 
be regarded as a micro-system an 
also in such a large system. It may be worth while to d 
briefly. 
§ 3. By means of photomultipliers it is possible to count the individu 


photons contained in a weak beam of light. If we split a beam By into twe 


Pe o &p : Bo 
Msr 
B; 
A 
Fig. la. Coincidence arrangement 


The light beam By, arriving at the semi-transparent mirror Ms7, is split into two cohere 
components B, and B,, passing on to the photomultiplier P, and P,, respectively. The coin 
cidences between the multipliers P, and P, were investigated 


coherent components (B, and B,) then it is also possible to count the photon 
in these components (by means of multipliers P, and P,, respectively) (see Fi 
la). Experiments of Ap, JAnossy and Varca [1], also of BRANNEN an 
Fercuson [3] have shown that there are no systematic coincidences between 
the photons found in such coherent beams. This result is in accordance wit 
what one should expect from the mathematical formalism of quantum theory. 
If we were to try to give a picture as to what is happening to the light insid 
the apparatus there are two possible suggestions accounting for this result 
1. The photons are “‘broken up” into two parts and each of these falls on thy 
multiplier put in its path. The one part is absorbed by multiplier P,, while thy 
other part is taken up, by some unknown mechanism, by the photocathod/ 
of multiplier P,. As there is no further experimental support for this assumptio 
we may prefer the other possibility : 2. the experiments seem to show that thi 
photons of the primary beam are contained in either the one or in the othe: 
of the coherent components into which the primary beam is split, i. e. the experi 


" ‘ ; ee 
in ee however [9]; under suitable conditions a certain correlation between the phot 
a i eams has to be expected; the above arrangements were not suitable to show this ¢ 
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; ments show that photons are not broken up into two parts but each photon 
lis either reflected or transmitted by the mirror. If namely photons would be 
broken up in such a way that each part can be registered by the multipliers, 
then such “broken-up photons” would necessarily give rise to systematical 
coincidences. If e. g. we were to assume that a photon is a train of electro- 
}magnetic waves possessing a total energy hy, then according to Maxwell’s 
‘theory such a wave train falling on, say, a semi-transparent mirror, would 
tindeed be split into two parts, each moving along one of the two optical paths." 


R]AAMAQQ’VANN M; 


Fig. 1b. Scheme of a Michelson interferometer 


+ The incident light beam B, is split at the semi-transparent mirror Msr into two coherent beams 
B, and B, which, reflected from the mirrors M, and M,, respectively give the interference 
pattern IP 


j The coincidence experiment can be understood readily in terms of the 

particle picture of light. The paradoxical state of affairs becomes apparent 
swhen we modify the arrangement of Fig. la to that of Fig. Ib, i. e. if the 
coherent components are reflected by means of mirrors (M, and M,) and the 
interfezence pattern IP arising in the re-united beam is observed. Let us consider 
a dark spot in the interference pattern. In case of low intensities, where the 
photons arrive one after the other in comparatively long time intervals, a dark 
where none of the photons is able to go. Thus 


spot can only arise in a place, 
d from reaching the points of the interference 


each photon individually is prevente 


us 1 These hypothetical splinters of wave packets, although possessing only energies less 
than hy must be assumed to be capable of producing photoelectrons from some suitable photo- 
cathode. If we were to assume that say, a packet with energy 1/,hy was incapable of producing 
a photoelectron, then we would have to assume that a beam consisting of packets with energies 
ro would not be able to produce photoelectrons when split in such a way that the packets 
“themselves are split. The obvious fact that the sum of the intensities of the components of the 
beam is about equal the primary intensity shows, however, that if photons are “split” then 
fraction p - hy, 0 <p <1, of a photon has still a probability p to act like a whole photon. 
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minimum. The position of the interference minimum is, kowever, sensitivel! 
determined by the positions of both mirrors placed at the ends of the tw) 
coherent beams. If one of the mirrors is shifted by a fraction of a wavelengt | 
then each minimum changes to a maximum. Thus each photon is clearly unde 
the influence of both mirrors and the existence of the interference pattern aj 
low intensities seems to show that after all each photon splits into two halves 
these halves are re-united later and give a beam with interference maxim 
and minima This conclusion seems to contradict that drawn from the coincidence} 
experiment according to which the photons do not split. Considerations similaj}) 
to the above led J. J. Thomson to his remark quoted further above and has beef 
giving rise to many discussions up to the present day. 

§ 4. The conceptional difficulties described in § 3 leave a certain uneasines 
in the iaind of many physicists (e. g. JANossy [6]). Furthermore, at a close} 
scrutiny we find that the experiments of Taylor and even those of Dempste}} 
and Batho are from the experimental point of view far less satisfactory than} 
it is usually assumed [8]. We have therefore decided to take up the question) : 
anew and have carried out interference experiments at low intensities. Ou 
experiments are the more to the point as we have observed the patterns by 
counting directly the rate of photons incident on various points of the inter} 


ference pattern. 


II. The experimental arrangement 


§ 5. The experimental arrangement consisted of a Michelson interfero- 
meter; for the measurements described below we chose an interferomete: 
with arms 10 cm long. With this comparatively small instrument the stability 
required by the experiment could be ensured more easily and thus comparatively 
high accuracy could be achieved. Later on we carried out measurements with 
a considerably larger interferometer, we shall describe these latter experiments 
in another paper. 

As according to the quantum theory the interference pattern should be 
independent of intensity, the theory gives no natural limit between what may) 
be regarded as low or high intensity. From the discussions of § 2 we can define! 
such a limit ; conceptional difficulties arise when the light intensity is so small 
that the corpuscular nature of the light becomes predominant. This is the 
case when the intensity is so small that fluctuation becomes important. There 
are two possible criteria for small intensities. If we assume that an atom in al 

elementary act of emission gives rise to a band of length A, then an intensity 
N may be called small provided the bands do not overlap to any considera 
degree, thus if 


IN =<eNe = cf 
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the intensity N is counted in photons per sec, i. e. 
N=IJhy, (2) 


there I is the flow of energy per sec and hy the energy of the quantum. From 
1e theory of radiation damping and also from the experimentally observed 
pherence length one may suppose 


A~ 1m, No = ¢/A ~ 3 - 108 photons/sec. (3a) 


Another concept for the upper limit of low intensity can be obtained when 
e require that in case of a low intensity in average less than one photon 
10uld be contained in the apparatus. If I’ is the length of path inside the appa- 
itus and if we suppose absorption to be instantaneous, then we get as the 


iting intensity according to the latter definition 
Ve ties (3) 


1 case of the 10 cm Michelson interferometer the intensity values given by 
efinitions (1) and (3) do not differ by more than a factor of 10. 

We have accordingly carried out measurements with low intensities, 
e. with N = 108 photons/sec and compared the results with measurements 
large intensities, i. e. at N = 101° photons/sec. 

§ 6. The details of the experimental arrangement are given in Fig. 2a. 
e source of light L consisted of a mercury discharge tube. The light passes 
ough a light attenuator LA which by means of lenses and diaphragms reduces 
e light intensity. The technical details of this device have been given else- 
here [7]. The reduced light passes through a monochromator and the green 
ercury line 4 = 5461A is thus selected. The beam is focused by means of the 
ns L, onto the entrance diaphragm Sy of the interferometer.! In between LA 
dS, part of the beam is branched off by means of a semi-transparent mirror 
sr and is led onto the cathode of an electron multiplier P*. This multiplier is 
sed to keep a permanent check on the intensity of the beam entering the 
terferometer. 

Behind the opening S, a grey filter F, is placed; the filter reduces the 
tensity by a factor 10+. The light intensity is adjusted to such a value that 
the sense of § 5 the filtered intensity can be regarded as a small intensity 
hile the intensity without filter can be regarded as a large intensity. The 
irpose of the experiment is thus to compare the interference pattern obtained 
hen the filter F, covers the slit Sy with the pattern obtained with the uncovered | 


1 The distance between the monochromator and the diaphragm Sp was chosen 13,8 m 
as to be suitable for future experiments too. 


H 
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ng through the slit can be measured directly wit} 


slit. The total intensity comi 
he way of the beam closel! 


help of the multiplier P** which can be placed into t 

behind the filter F;. 
The beam leaving 

is then split into two coherent components 


S, is made nearly parallel by means of the lens L, ani 


by means of the prism Psr. TH 


Program Electronic counter (EC) 
Nena 


control 

ee bed ei Fae es ES 
\Cathode/ollower Amplifier (AN Gate |(G) Scaler(S) Mech.counter (IC) | 
| 
| 
| {THrimer 


Cathode follower 
Ch) Amplifier (A*) Gate \(G*) 


Monochromator (M) 


Light attenuator (LA) 


Fig. 2a. A fraction of the light beam (By) of the source L reaches the interferometer throug 
the diaphragm S,, after passing through a light attenuator LA and a monochromator M. Pri 
Psr splits By into two beams B, and B, which, after being reflected by mirrors M, and 

pass through telescope T and produce in the plane of the diaphragm S the interferen 
pattern IP, Multiplier P measures by means of the electronic counting system EC the intensi 
distribution of the pattern. Inserting shutters S, and S$, the background counts can | 
measured. Filters F, and F, serve for decreasing the light intensity inside the interferomet 

|(For details see §. 6) 


\ 


beams are reflected by means of the mirrors M, and Mg. The re-united bea: 
is projected through a telescope T on a screen with a narrow vertical slit S 
it. The screen on which the interference pattern is obtained is placed befo: 
the multiplier in front of the cathode. The interferometer is adjusted so as 
give fringes parallel to the slit S. Multiplier and slit are immovably joined | 
each other. The whole system can be moved by means of a servomotor in 
direction perpendicular to the slit so that with help of this arrangement t 
intensity distribution inside the interference pattern can be measured step_ 
step. ; | 
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Fig. 2b is the photograph of part of the optical arrangement. 

Fig. 3 shows the scheme of the scanning system. The diameter of the image 
D=6mm ; we have used, however, only a square of the image with side 
| ngths ~ D/\/2. The slit S can be moved from the left to the right from a position 
narked — A to that marked + A. The distance of the centre of the slit from the 


amplifier of ; 


as 
* Cathode follower 
(LC) 


~ 


EA 
Fig. 2b. Photograph of the interferometer 


n the Figure details not represented in the block diagram (Fig. 2a) can be seen, such as the 
ielsyn system for indicating the position x of the multiplier P, the horizontal (Tp) and vertical 
») telecontrol of mirrors M, and M,, the periscope etc. Mirror M, throws back the re-united 
‘ams toward the telescope T, which stands parallel to the incident beam. The notations agree 
with those of Fig. 2a 


Po 


entre of the image shall be denoted by x; thus we measured the number of 
hotons n(x) recorded by the multiplier as a function of the displacement ~. 
The width of the slit could be adjusted, for most of the measurements we 
10se 6 = 0,2 mm. , 

§ 7. So as to compare the interference patterns at high and low intensities 
@ patterns were determined by counting the number of incident photons 
various values of the displacement x; low intensities are obtained when 
filter F, is placed behind So, high intensities are obtained when the filter 


removed. 
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From a purely technical point of view it is found that a multiplier diy 
not work reliably if it is exposed alternately to high and low light intensities 
not to overburden the cathode of the multiplier when recordin} 
high intensities, we placed a filter F, directly before the slit of the multiplies 
during the periods of observation of high intensity. The filter F, reduvas thi 
intensity by nearly the same amount as F,, thus about the same intensity o 
light falls on the cathode when measuring with either intensity, as the lighi 
is either reduced by F, before the interference has taken place or by F, aft 


therefore, so as 


EE ————E——E———E 


Fig. 3. The interference pattern IP 


] 
| 
| 
D denotes the diameter of the pattern. The diaphragm S represented in the Figure is of lengtl 

h and width 6. The scanning of the interference pattern covers the region x = |A| 
| 


the interference has come about. Physically, however, if F, is inserted, th 
intensity along the arms of the interferometer is small and thus we observ 
the interference of weak beams, while in the presence of F, the interferenc¢ 
takes place between strong beams and only the final picture is reduced i 
intensity. : 

The patterns obtained when_the filter F, resp. F, is inserted should b 
very similar according to the theoretical predictions. In Fig. 6 we have reproduce¢ 
the result of a series of such measurements. There the abscissa represent 
the displacement in mm, the ordinate gives the number of pulses. Th 
drawn-out curve was obtained with large intensity, the broken line with lo 
intensity inside the interferometer. These curves show, at least in a qualitativ 
manner, that indeed in accordance with the prediction of theory we get simila 
patterns for low and high intensities. 
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§ 8. So as to allow a quantitative comparison a number of further steps 
ve to be taken. Firstly, for the sake of comparison of the intensity distributions 
jis necessary to subtract the zero effect from the individual counts. The zero 
fect comes about partly by the dark current of the multiplier and partly by 
je effect of scattered light. So as to measure the zero effect directly, two shutters 
and S, were placed before the mirrors M, and M,; with the shutters closed 
»e multiplier counted the zero effect only. 
| The comparison of the distributions obtained for low intensity and high 
itensity is also rendered difficult since, owing to small imperfectnesses of the 
ptical arrangement, the interference patterns deviate somewhat from the 
arely sinusoidal form and in particular the positions of the minima cannot be 


: 


ttermined unambiguously. As natural characteristic of the pattern might 


: : : Saas . : Can . 
» taken the ratio of intensities in the points of minimum and the points of 


jaximum. However, the measured value of this ratio is rendered uncertain 
y the comparatively large experimental uncertainty involved in the determin- 
ion of the minimum intensities. 
| So as to obtain a more exact comparison between the patterns, we have 
sed the following procedure. We counted the photons for some distance x 
hen both shutters S, and S, are open and then determined also the number 
‘photons with the shutter S, open, S,, however, closed. With one shutter 
josed we extinguish the interference pattern and measure what may be called 
he average intensity. Denote »(x) the number of photons in the position x 
the slit ; denote »,(x), v9(x) the numbers of photons obtained with shutter 
}, respectively shutter S, closed ; finally denote 79(x) the background intensity 
tained with both shutters closed. 

Apart from the background count the intensity at x, if interference would 


yt take place between the two beams, would be given by 


v1 (x) + ¥%» (x) 
ad thus 
» (x) — [»1 (x) + 2 (*)] 


the change of intensity caused by interference. In the actual arrangement 


e had in a good approximation 
V1 (x) = %2 (x), 


t 
aerefore we confined ourselves to the measurement of »,(x) only. If the back- 
‘ound intensity is subtracted from the registered intensities, then the effect 


f interference is given by 


5 v (x) = [» (x) — % (x)] — 2 [72 (x) — %0 (x)] =» (2) — 2% (*) + %0(2)> 


Acta Physica VII/4. 
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at the bulk of the background is caused by the zero effec} 


where it is assumed th 
ight that is not passing along the arms of thi 


of the multiplier and such stray | 


interferometer. 
A characteristic quantity for the effect of interference is the so-called rela 


tive intensity distribution (x), 1. e. dv(x) divided by the average intensit| 


=2 [1 (x) — % (x)] (4h 


thus 


ae Boece aA (4 
v (x) 2 [v1 (x) — Vo ( (x) | 


Denote further by two primes the results of measurements obtained wit | 
large intensity, i. e. results obtained without filter F, and with filter F,in positior) 
further denote by one prime the results obtained for low intensities, 1. e. obtaine} 
with filter F, in position and without filter F. 

Using this notation, we determined in our experiments for each valo| 


of x in order the rates 


w’ (x), ” (x)> M(x)» 1 (%)> % (%)> % (2) 


and built the quantities 


(x) = wv (x) — 24 (x) + % (x) metgepyy at v(x) — 295 (&) +.% (@) 
2 [> (x) — 9 (*)] 2 [>% (x) — % (x)] 


The theoretical expectation is thus 
i (tye! (ey 


In Fig. 6 we have plotted the results of one such series of measurement. i'( 
is given as full curve, 1’(x) as a broken curve. It is seen that the agreeme 
between the two curves is rather good. 


Ill. Technical details of the measurements ‘ 


§ 9. Great stability of the pphital arrangement had to be achieved so” 
to render possible the recording of the intensity distribution of the interferenc 
pattern ; a series of measurement took about one hour and thus the stabilit: 
of the arrangement had to be such that the light intensity remained essential! 
constant during this time ; it was also necessary to ascertain that no deformat 
of the optical system should take place, as such deformations would cause shi 
or deformation of the interference fringes. 
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The temperature had to be kept sufficiently steady so as to avoid fringe 
hifts of say 0,1 of one order. Apart from ensuring constant temperature care 
ad to be taken to avoid mechanical stress which could give rise to slow deforma- 
jons and thus to a creep of pattern. The necessary thermal and mechanical 
lability could be ensured by placing the arrangement into a tunnel cut into 
ck 30 m underground. While the tunnel proved to provide sufficient thermal 
ad mechanical stability, it was found essential not to disturb the apparatus 
fy manipulations of the observer. It was therefore necessary to introduce an 


ttomatic system of remote controls so that the various changes of filters, 
yening and closing of shutters and the moving of the multipliers were performed 


jtomatically. After the automatic controls were introduced, it was found 


iat before carrying out measurements the apparatus had to be left undisturbed 
r two to three days until a thermal and mechanical equilibrium came about 
hich permitted quantitative measurement. 

With the help of this automatic device the number of photons »(x), v9(x), 
x) defined in §8 were recorded each for 10 sec at a given value of x, after- 
jards by means of a servomotor the multiplier was shifted by a predetermined 
mount and in the new position the corresponding intensities were recorded 
1ew. The position of the multiplier was exactly determined by a Selsyn system 
nd the position of the multiplier and that of the filters as well as the state of 
.e shutters were indicated on the remote control board. The indicators together 
ith the mechanical counters and the lamps of the scaler (5S) which were inter- 
»sed between amplifier (A) and mechanical counters (IC) were mounted on 
panel and photographed (Fig. 4) after each counting period. The arrangement 
as fully automatized and the photographic records of periods of the order 
12 hours, during which several full runs were recorded, were evaluated after- 
ds. The automatization of the measurement is of advantage, not only for 
€ sake of convenience but it helps also to eliminate any bias introduced by an 
»server; besides, the time required for recording one run is reduced to its mini- 
um and this in turn decreases the danger of the interference pattern shifting. 
_ As already mentioned in §7 multiplier P* recorded continuously the full 
soing intensity by means of an electrical counter EC*. The intensity thus 
corded proved on the whole to be steady. The few records for which the intensity 
owed deviations from the normal value were altogether discarded. 
So as to be able to check whether the interference pattern remained in 


€ Bpattern could be either visually observed or photographed; in Fig. 6a 
» give asample of such a photograph. It was essential to keep the fringes 
rallel to the slit of the multiplier ; if the fringes observed through the peri- — 
ype showed some tilt,the mirrors could be adjusted by remote control until 
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place through several houry 


i 


be carried out occasionally as deformations taking 


could not be avoided inspite of all precautions. Bal 
The multipliers P, P* and p** were fed by a supply unit of high stabilit || 7 


stability of the arrangement we carried out occasiont 


[17]. In order to control the 


Inferpolator 

a @ @) = 
oe et Bie 
le cee ts 


Heater vollage 


‘Mechanical: 
“counter (1C/ 
Mechanical oe 
- counler (IC) 
a 2 


Fig. 4. Photograph of the recording panel taken by the automatic system 


ally series of measurements when »(x) was measured twice in succession fe 
every value of x. The diagram in Fig. 5 shows part of the result of such a control! 
ing measurement. The difference between the two corresponding (x) valu 

thus obtained was found to be inside the statistical error ; thus the checkin 
proved the arrangement to be stable. 

The recording panel is shown in Fig. 4. 

§ 10. As the light intensities recorded were rather small, special pre 
cautions had to be taken so as to reduce the background rate of counts. T 
light was recorded by means of RCA 1P21 electron multipliers ; the amplifi 
was constructed so as to record the individual electron avalanches caused 
photoelectrons emitted from the input cathode. The efficiency of the phot 
cathode was found by NAray and Torx [15] to be 


y= 0,02. 
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Whe efficiency was mesaured in the following way. The total energy of a suitable 
eam was measured by means of a calibrated thermocouple.! The rate of photons 
‘na beam of known energy can be supposed to be 


n=Wy/hr, 
vhere W is the flow of energy as determined by the thermocouple, hy the energy 


| 
| 
\ 


70.103 | 
V(X) | 
exe) 


6,0 


70 
6.0 


5.0 


4,0 


a 
<2 =} 0 1 2 x 
, SSS See 
ig. 5. Checking of the reproducibility of the measurment. Each measurement of the intensity 
listribution of a given interference pattern was immediately repeated. Accordingly, to each 
value two measured points correspond which, as can be seen, agree within the statistical error 


of one photon. It caused some difficulty that the smallest energy which could 
still be measured satisfactorily by the thermocouple contained still too many 
shotons to be counted easily. Thus a beam, the energy of which could be deter- 
nined directly, was passed through a grey filter, and the attenuation factor 
of the filter was measured in the region of higher intensities. It was found 
,—10 *, thus the attenuated beam contained 


o 


n’ = 10-4 W/hy 


7 


. 
- 


hotons per sec. Denoting by » the rate of signals produced by the attenuated 
am when falling on the cathode of the multiplier, we have j 


1 Our thanks are due to Deutsches Amt fiir Mass und Gewicht for carrying out the 
lute calibration. 
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where 77 is the probability for one photon to produce a signal. The above metho 


yielded the value 7 = 1/50. 
§ 11. In the following we shall consider orders of magnitude of inteusiti¢ 


we have to deal with in our experiments. For the sake of illustration we shaj 
use the data obtained by an actual run (run No 84a, see Table II). The intensit) 


of the light falling on the input of the arrangement was 
N = 2- 10'© photons/sec. 


As explained in §7, the light beam had to pass through a filter either immediateli 
after entering the arrangement or just before falling on the cathode of thi 
multiplier. Either of the filters reduced the intensity by a factor ~ 104, thy : 
the effective intensity, in either case, amounted to | 


N = 2 - 10° photons/sec. 


So as to obtain the number of signals to be expected, we have to consider t 
following : ! 
(1) Only a fraction 7 = 1/50 of the photons falling on the cathode «¢ 
the multiplier are recorded, 
(2) the slit S of the multiplier collected only about 1/30-th of the lig 
distributed over the whole interference pattern (see Fig. 3), 
(3) the Michelson interferometer, owing to its construction, throws onl| 
50% of the light into the objective, the rest is returned toward the input, 
(4) about 50 per cent of the light is lost by the imperfectness of the mr} 
and the reflections on glass surfaces. | 
Taking into consideration (1)—(4) the observed rate of signals is expecte? 


to be 
N 


i ies ade ee SAD ect 
~ 50-30-2-2 jeot 


lu 


The actual value of the average intensity when subtracting the bac 
ground was 


~ 300/sec, 


in good agreement with the estimated value. (We note that if the avera 
would be calculated from the values of »,(x) of Fig. 6 too high a value woul! 
result as Fig. 6 does not give the complete curve, i. e. the fall to zero of »4{ 
at both ends of the actual pattern is not drawn in). 

§ 12. The rate of dark current pulses in the RCA 1P21 is, without perticul 
precautions and at room temperavare, of the order of 105/sec. Such a backgroun: 
rate would prevent altogether the observation of the intensities discuss i 

: ; 
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1. So as to be able to record rates of the order of several hundred pulses per 
tcond, it was necessary to reduce considerably the rate of dark-current pulses 
the recording multiplier. The dark current can be considerably reduced by 
boling the cathode of the multiplier. However, cooling reduces the efficiency 
the multiplier [12], besides, the thermal disturbances which the cooling 
irrangement might cause would greatly upset the optical arrangement and 
wight prevent a stable interference pattern from being obtained. 

/ For these reasons we used the electron multipliers at room temperature. 
the dark current was reduced by methods described in detail else<vhere [13], 
{\8], [16]. The reduction is obtained by the following measures : by means of 
Jectric and magnetic defocusing the greater part of the cathode was made 
efficient, the part of the cathode covered by the slit not being affected. Thus 
ithout reducing the efficiency of the useful part of the cathode, the unused 


art of the cathode was made ineffective and thus prevented from contributing 
» the dark current. Further the dark current was reduced by applying a suitable 
otential to the envelope of the multiplier. By the application of such a potential 
he stability of the multiplier is also greatly improved [14]. The reduced dark 
arrent amounted to only about 200 pulses per sec and did thus not seriously 
ndicap the recording of the actual interference pattern. 


IV. Results of measurements 


§ 13. The following series of measurements, A, B, C were carried out 
ith the interferometer with arm length 10 cm. In Table I the relevant data 
the runs are collected. 


3 Table I 
Input intensity in photons/sec Number 
Series of runs 
Small intensity Large intensity per series 
A (1,6—2,2) - 108 (1,75—2,4) 10 }° 15 
B 6,81 108 6,4 - 10° 
c (1,0—1,2) - 105 (1,1—1,3) + 10° 


The results of a typical run each of the measurement series A, B and 
and the correspondung photographs taken from. the interference pattern 
vestigated are shown in Figs. 6, 6a, 7, 7a and 8, 8a. 

In evaluating the series we tried to ascertain, whether or not the data compel | 
to the conclusion that the interference pattern at low intensities differ from 
ose at high intensities ; it can be seen easily that no such difference is indicated _ 
y the results. Furthermore, we tried to ascertain how big a difference between 
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jow and high intensity patterns might still bo compatible with the results of 
measurements. The latter analysis could only be carried out for series A. Series 
3 and C having been carried out with intensities smaller than that of series A, 
posses larger relative errors and render thus suitable material for qualitative 
vonclusions only. 

_-§ 14. So as to determine whether the interference pattern depends on light 
‘ntensity we compared, as already mentioned, the distributions of relative 
ight intensities at small and large total intensities. The curves v(x) and 1’’(x) 
were found to be somewhat shifted relative to each other. The reason for this 
shift was a certain amount of imperfectness in the optical adjustment. So as 
to compare i'(x) and i’’(x) point by point we employed the following two methods : 


a) we worked out the integrals 


AS A, 
g— | i2(x)dx and = | i”?(x)dx. (12a. b) 


d 


—A, ay 


e should expect &” = &' if the patterns are identical, the relative deviation 


etween the values of integrals, e. g. the quantity 
fee ried EVE" 


jgiving a measure of the difference between the patterns. We have evaluated 
the latter quantity for each run separately and the data thus obtained are 


icollected in Table II. 


B) An alternative method can be employed which tries to take into account 
the phase shift between the patterns i’(x) and i’’(x). For this purpose we worked 
out the integral 

At 
F(a)= [| i"(x) i (@—0) dx 


mls 


< 


for various values of a and determined the value for which the above integral 
reaches its maximum; the latter value a = 0% can be regarded as the phase 
shift caused by the optics of the arrangement. If the reduced intensity distribu- 


tions i/(x) and i’(x) are identical apart from the shift aj we can suppose 


i"(x) = i (% — 40) 


. 

s | “a . 

iy hold in a good approximation. Thus with integral £” — | i”2(x) dx we may 
ESA, = 


pect 
F( 0 =", 


and ZS. NARAY 


JANOSSY 


L. 


A420 


‘9a8/suojoyd OT - 8°S = Aqisuaqur MOT 


0 Roun 
2 OTOM SoT}IsSuozUT jo sonyea ILL (70 Jo sUaWnsoa oy] UIINP) A 


‘q/FOT una ayn fo synsay *2 “31 (4 fo Juawnsoal ay; Burinp) IA 
> (fa joyuawsnsonaw ay) Bulsnp) In Bee aes 
(,0 Jo uawunsoaw ayy Bulinp) I 


(,0 fo JUaLLINS DAW ay Buinp) In page gen sa 
ag i 


seynulur ¢ 
qnoge sey Suteq sansodxa jo out oyt ‘eg “Sry Jo wy 
sv SUOT}IPUOD IUUeS BY} JapuNn Udyey Sem Yderdojoyd 9], 


*q/pOT Unt ey Jo usoqQed VoUVAIFAIAJUT OY, “PL SUT 


ta 
(x) 2a "(xy a 
(x) Fa'(x)ia 
00,0 '00,0 


(xy 100] 


JSEEUOTOUA LO = ATIC ——-- ) SAAN (ES 


THE INTERFERENCE PHENOMENA OF LIGHT AT VERY LOW INTENSITIES 421 


jaking the actually measured values we found the above relation not to be 
lfilled exactly ; we can take as the measure of this deviation the quantity 


—y — Fo) 
&” 
| When applying either of the methods described above, we evaluated the 
ategrals with help of the Newton-Cotes rules and made use of the actually 


heasured points only and not of some interpolated curves. 


Table II 
N we 
Series wel & e” 3 = 
83/a 0,8081 0,7768 —0,04029 
84/a 0,9066 0,8898 —0,01889 
84/b 0,9376 1,0011 0,06338 
85/a 0,8720 0,9028 0,03412 
85/b 0,7564 0,7194 —0,05143 
86/a 0,7997 0,8038 0,005039 
87/a 0,7544 0,8876 0,1501 
A 87/b 0,8717 0,9382 0,07088 
88/a 0,7547 0,7239 —0,04255 
89/a 0,8215 0,7866 —0,04437 
89/b 0,8458 0,9073 0,06778 
90/a 0,8506 0,9804 0,1323 
100/a 0,6411 0,7845 0,1828 
101/a 0,7525 1,0274 0,2676 
101/b 1,0268 0,8792 —0,1679 
104/a 1,1107 1,4253 0,2207 
3 104/b 1,2746 1,3375 0,04.705 
109/a 2,3193 1,7377 —0,3341 
¢ 109/b 1,1660 1,4639 0,2035 


All runs were ¢valuated except those few, where the record was spoilt 
in the course of development. 

Evaluating the measuring results according to the method 1) the values 
isted in Table II are obtained. The symbcls a and 6 at the numbers of the 
uns stand for the scanning of the interference pattern from right to left and 


rom left to right, respectively. : : 
Lo es &" ae / - 
_ Calculating the average valieseand the error. ot £ 4% alld — “oF 
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As the last column of Table III shows there is no appreciable deviation 
tween the values of &” and &’. 


i Table III 
. 2 = Poe 
Se: - 24 > 
; ah : : ( ” ) 
A | 0,884 + 0,043 | 0,929 + 0,049 0,041 + 0,029 


Evaluation was carried out as well according to method 2). The Aso hay 
us obtained are listed in Table IV. ; 


Table IV 
83/a 0,0131 —0,15 
84/a —0,0012 - —0,25 a 
84/b 0,1032 32 Se 
85/a 0,0401 | 0,2 — 
85/b 50501 | —0,5 
g6/a «| ~—s«é0,0618 0,3 
r? 87/a  0,0988 0,05 
A 4+ 87h «| © 0,0645 eos 
ee 88/a | 00359 | —0,3 
Sie g9/a || ~Ss(00028 Ss | © «0,3 . 
_* aa 89/b MCLE iS eee Sears a : 
‘eat | 90fa CA oe eee ee | 
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The values obtained by the second method lead thus to the same resuj|) 
as that indicated by the evaluation of the data using the first method, i. e. ther}, 
is no systematic deviation either between the distribution or the shifting «) 
the relative intensities in case of high and low ingoing intensities. 

The experimental errors involved in the measurements are of a rathef 
complex nature and therefore it is difficult to assess how great a systematify 
difference between the patterns at low and high intensities would still be compaf 
tible with the measured results. It seems, however, reasonable to conclude thi 
the measurements do not indicate any such systematical deviation ; a deviatioyy 
exceeding 5—10°/, would have been noticed in our measurements. | 

We express our thanks to Dr. F. Szatkxay, to Dr. I. Gyimorny and tf 
Dr. K. Bernoudx for their valuable advice. Thanks are due to J. Kmety| 
and K. Trrscuka for their valuable help in building the equipment as well al 
to the workers of our workshop for careful execution of the apparatus and tif 
J. Fingers, MArra Tassaty and Acnes Fopor for excellent measuring worl 
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HTEP®EPEHLMOHHBIE ABJIEHI’A MPH BECbMA MAJIbIX MHTEHCHBHOCTAX 
3 CBETA 


JI. AHOIWH u DK. HAPAM 


Pesime 


Hamu Obui10 ormpeyeneHo pacnpexeneHHe MHTCHCHBHOCTH CBeTa, MeTOAOM CueTa (pOTOHOB 
mM TOMOWM DIY, Ha uHTepepeHuNOHHOM creKTpe, TOJYYeHHOM HHTepepomerpom Maii- 
oHa. Pe3yIbTAaTbI MOKA3aIN, YTO IPH MHTepepeHuu B CIyYae BeCbMa MaJIbIX MHTeHCHB- 
HM CBeTa, paciipeqeeHHe MHTeHCHBHOCTelt (HHTepepeHUHOHHbI cieKTp) OKAa3bIBaeTCA 
M K€ KaK B Cly¥ae OOJIbUINX CBETOBbIX MOTOKOB. — 

B untepepomerp B cayyae MaJIbIX HHTeHCHBHOCTeH momagaer cBeTOBbIit MOTOK 10& 
HOB B C€K., TO-€CTb B HHTepepomerpe OAHOBPemMeHHO HAXOAUTCA, B Cpe,HeM, MeHbINe 
0 poToua. 
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(Presented by P. Gombas. — Received 30. IV. 1957) 


In this paper the author derives a simple and accurate approximate formula for free 
bsitive ions. The accuracy of this formula is proved by comparison of the values calculated 
jom it with the exact numerical values of Fermi. As a further example of the accuracy of 
ais formula the diamagnetic susceptibility of the Thomas-Fermi ion is calculated as a func- 
‘on of the atomic number and valency of the ion. The experimental results for the suscep- 
ibilities of alkali and alkali earth metal ions are in good agreement with the theory. 


SoMMERFELD [1] and later the author of this paper [2] proposed a finite 
orm for the solution of the differential equation of the Thomas-Fermi atom 
nd ion. Some of the physical quantities thus calculated agree well with the 
xperimental data, but in other cases the above-mentioned approximate solutions 
f the Thomas-Fermi equation for the ion are too complicated to allow calcula- 
ion in analytical form. At present no approximate solution of the Thomas-Fermi 
yn is known from the physical literature which would allow solution in analyti- 
al form of all problems appearing in the statistical theory of the atom. 

This paper aims at giving such a simple and accurate approximation of the 


“homas-Fermi ion. 

The simplicity of the approximate solution is very important for practical 
urposes if one does not want to use the numerical method. However, when 
valuating e. g. diamagnetic susceptibilities by using the Sommerfeld’s approxi- 
nate solution for the Thomas-Fermi ion one finds, that — as is well known — 
ne term was unfortunately omitted and the other term not integrated accura- 
ely enough [3]. Hrrone [4] has shown that using the approximate Sommer- 
ld’s solution for ions one can calculate the diamagnetic susceptibilites only 
umerically. Also many other problems occurring in the statistical theory of the 
tom cannot be calculated analytically with the approximate Sommerfeld’s 
olution for ions. As will be shown our approximate solution for the Thomas- 
‘ermi ion is simpler and more accurate than the Sommerfeld’s approximate 
olution. 

I. The approximate solution for a positive ion 
As may be known the author [5] of this paper has derived an approximate 
olution for a free neutral atom. This solution has the form 


Fb aay ea) ee (1) 


- (1 + ax)? a 
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The above approximate solution satisfies the linear differential equation o} 
second order; as is shown in [6] it is more accurate than the Sommerfeld’ 
approximate solution for a free neutral atom. . 
Taking into consideration, that our approximate solution (1) for a fre} 
neutral atom fulfils the linear differential equation of second order, we find fi of 


the other independent solution with the known method using (1) - | 
yi(*) = (1 + ax)? (4 
The exact solution y of the Thomas-Fermi equation ; 


vy \1/2 
es (2 af @ 
for a (Z—N)-fold ionized atom must fulfil — as is known — the following bow | 


dary conditions (Z atomic number and NV number of electrons in the ion) | 


7 eo 
y(0)=13; y (%o) = 03 xoy’ (%0) = — : ; | 
; 


Z 


‘Thus in our case, taking into consideration (1) and (2) it is easy to fulfil thi 
~ second boundary condition of (4), we have namely, 3 

. a 
ltax | 


Aan i 5 . ) 
14eF | [14a I | a | 


Ya (x) = 


‘The last formula gives us an approximate solution for a positive ion, since 
asis known [9] — is for Z>10 greater than 10, thus the first boundary condi 
_ is practically fulfilled. The last boundary condition of (4) gives in our case = 


> 
i cote al rE nano — CS 
Oe eae ee ee oe 


MRTOs etitle ton st 


ON THE DIAMAGNETISM OF THE THOMAS-FERMI ION 429 


Table I 


Comparison of the xpvalues with the exact numerical xjvalues of Fermi 


Zz | 


atomic number | 92 80 74 67 58 53 
§ according to Fermi ..... 34,1 Slei 30,6 29,2 27,2 26,1 
} from our equation ...... 35,01 32,46 Sit? 29,48 27,24 25,92 
Zz 
atomic number 47 42 | 31 19 10 
® according to Fermi ..... 24,5 2302, 19,9 15,4 10,8 
from our equation ...... 24,25 22 aki 19,18 14,41 9,67 


from Table I we see, that our x) values, for Z not very small, agree well with 
jie exact x) values of Fermi. Our values for x) are not worse than the Sommer- 
‘Id’s values for xp. 


ii. Diamagnetism of the Thomas-Fermi ion 


In this part we calculate the diamagnetic susceptibilities of some of the 
ns by using our approximate solution (5) for free positive ions, as an accurate 
culation of the diamagnetic susceptibility is very important. The final results 
* the calculation show, as will be seen below, better agreement between the ob- 
irved values and those calculated than the values given by SOMMERFELD [7] 
ad Hrrone [8]. 
According to the well-known formula of Langevin and Pauli, the molar 
amagnetic susceptibility 7 is given by 
4B 
; of same Bee (8) 


6m c2 


here 72 is the mean square distance between electrons and nucleus of the ion 
id L the Loschmidt number. For the mean square distance 72 we have—as 
eo [10] — < 


ap | aty'dx=D|—-@CHN) +6 [ ayae|, ; 
0 0 


Ze \3/2 82 
D=42|—) 8C; C=—(2me)?!3, 9) 
x| | it yea ) ( : 


Lt 


- radius of hydrogen atom and us = a 


9 x? \1/3 
aaa 
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A simple calculation gives in our case with help of formula (5) for the mea 


* 


square r? the following formula 


= = 6 
BD oer as & (lee as) + 


4 5 ty 1 aye a 
4 (1 + ax) 20 (1 + a x0)* Pele ; 


In the last formula the constant a is given by (1) and xp by (6). From (8), (9) an 
(7) we can calculate the molar diamagnetic susceptibility y. The results are give} 
in Table IT. . 


Table II 


Comparison of the molar diamagnetic susceptibility in units of 10~* cm® (absolute value 


we) om | te Peer] me | tar | | ec | 
11 | Nat 10,04 )Amapento 7,83 | 10,4 02° | ae | 
199 wake 17,18 | -26 | 18 | 14,04 | 16,0 18,5 36 | 
at Rbt Societe | 82 Sees 27,2 | 27,2 | 
5a at 41,69 | 61-| 43 | 34,92 | 45,75.) 41,0 41,0 | 
mee Cole Kae 5,8| 5,24 | 4,5 10,01 4,3 | 
20 | Catt 11,09 | 18 | 11 | 10,26 | 11,0 15,0 55 | 
soe CSritae +A BE Tele aaa Sy ay eae 24,5 | 15,0 | 
56 | Batt 30,65 | 46 | -32,5| 28,79. | 39,9 38,0 23,6 | 
13 | Alt++ 4,05 |~— | — 3,81 = J — Va 


“21 | Sef pee 2 eer alee on — |. —) aa 
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Ill. Concluding remarks 


: 
- 
: 
: 


Table I and II show that our formula for free positive ions is sufficiently 


ecurate and simple in order to replace the long and tiresome numerical calcula- 


ion which appears in the statistical theory of the atom. 

The example given in the last paragraph was meant asan illustration, many 
rore could easily be given [12]. 
In conclusion the author wishes to express his hearty thanks to Prof. 
}. F. WisnrewskI for his interest in this paper. 
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AB.Op B JaHHOl cTaTbe AaeT MpOcTy!0 H XOPOUIO AllpOKCHMMPYtOUlyt0 opmysay Aust 
BOOOMHEIX MOMO%KHTCIbHBIX HOHOB. Pacuerbl, MPOu3SBeeHHbIC Ha OCHOBE 9TOU tbopMysibl 
OATBep>KMaIoT e€ TOYHOCTh B CPaBHeHMH C TOUHbIMM YHCICHHbIMM 3HAYCHHAMH TO @Depmn. 
3 KayecTBe IIpHMepa Tak%Ke BbIYMCIAeTCA AHAMArHUTHAA BOCIPHUMYMBOCTh OHA Tomaca- 


PeSyAbTATbI WIA BOCMPHHMYHBOCTH MWieOUHbIX H I[€IOUHO-3eEMCJIbHBIX METAIIOB XOPOLIO 
acyloTca c TeopHeit. 


ON THE FERMI ZERO-POINT KINETIC ENERGY 
OF PARTICLES WITH SPIN &% 


By 


P. SzZEPFALUSY 
PHYSICAL INSTITUTE, UNIVERSITY FOR TECHNICAL SCIENCES, BUDAPEST 


(Presented by P. Gombas. — Received 2. V. 1957) 


In the calculation of the Fermi zero-point kinetic energy of systems consisting of particles 
‘ith spin 4 the sum of the kinetic energies of the particles is approximated by integration 
a the phase space. The purpose of the present paper is to develop a procedure by which this 
{pproximation can be avoided, i. e. by which the summation can be carried out exactly by 
nakiag certain assumptions, thus yielding a more accurate expression for the zero-point 
timetic energy. 


1. Introduction 


In the case of a large number of particles the energy of a system consisting 
of particles with spin 1/2 can be calculated by the statistical method based onthe 
Yermi-Dirac statistics. Investigating the relation between the Thomas-Fermi 
tatistical method and the wave-mechanical Wentzel-Kramers-Brillouin 
WKB) method Marcu and Piaskert [1] have shown that the statistical method 
involves two essential approximations as compared with the exact wave-mechani- 
al calculation. On the one hand the statistical method is based on the results 
fthe WKB method and on the other it approximates the summation over the 
antum states by integration. To correct the latter error MARCH and PLASKETT 
mploy the Euler-Maclarin formula, with the aid of which the summation 
an be evaluated more accurately. In this paper we present a method by which 
he summation over the quantum states in the calculation of the Fermi zero- 
oint kinetic energy can be carried out exactly, by making certain assumptions. 
The paper is divided into the following sections : first the one-dimensional 
wroblem is treated (section 2) followed by the calculation of the so-called 
adial kinetic energy, the calculation being carried through for a model in which 
he particles are grouped according to their orbital quantum numbers ; this is 
ssentially also a one-dimensional problem (section 3). Finally the three-dimen- 


ional case is treated (section 4). 


2. The one-dimensional case 


Let us consider n fermions the spatial distribution of which in the ground 
tate is given by the density o(x). According to the Fermi-Dira: statistics a cell 
f magnitude h of the phase space can accommodate at most two particles, the 
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spin states of which are different. This means that if P(x) denotes the maximuy 
» 
value of momentum : 


P(x) = 10). 


This relation does not distinguish between systems involving an even or 0¢ 
number of particles. The following consideration, however, will show the nece ' 
sity for such distinction : The number of the phase cells i. e. quantum sta | 


occupied by the particles is, considering that these cells are saturated by t 


particles , 
ie eed : 
2 x 
where q = 0 if nis even and q = 1 if n is odd. From this follows* 
a. 
ee a ee 
a | : 
However 
i ONE a ‘| 
| a | 
thus, if n is odd, relation (1) is to be generalized in the following manner | 
h ~ i | 
P(x) = 2 0@). = 
py mae ; *| 


i 


— 


The kinetic energy of a particle in the i-th quantum state is — 
¥ : ss es = : E — ~ : ; : pale 7 
: i : a a ss — Ae Ps fe rr Sim ope ’ 

pe HII jo eae re SPR Ias eS ~rateegesgs | 


‘ 
» 
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Let the maximum momentum of the particles occupying the i-th quantum 
jate and the quantum states of energy lower than that of the i-th be denoted by 
; (obviously P, = P). Denoting the density of these particles by 0; we have, 
‘milarly to (1) or rather (2) 


h 
P; (x —= — 0; (|X), 
(x) e: (x) 
here 
\o;dx=1 
hp 


Fig. 1. Distribution of phase cells when the density tends to zero at infinity 


The momentum p; is of a value intermediate between Pj_; and P; : 


Pees pi Li 


In Figs. 1 and 2 (free-hand drawings) we represent the two respective cases 
hen the density tends to zero at infinity and when it becomes zero already in the 
nite. The case shown in Fig. 2 may take place if the density is determined e. g- 
n the basis of the Thomas-Fermi relation : 


o(x) = [2m (Vo —V(a)) 


here V (x) is the potential and V, is the Lagrangian multiplicator. Fig. 2b shows 
he density distribution in the special case if V(x) is a square- -well potential. 

The density calculated by the wave-mechanical method or on the basis of a 
atistical relation generalized to contain some inhomogeneity correction always 
ends to zero at infinity, apart from extreme cases (e. g. a potential well with 
verfectly rigid walls). 

The distribution shown in Figs. 1 fi 2 of the phase cells can be verified 
nost easily by imagining the number of particles of the system to decrease gra- 


lually from n to 0. 
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In the first approximation we may assume, that, especially in the cas 
s 


shown in Figs. 1 and 2b 


1 if 
pix Pip = Pi-a +} — Pai = Pi — > Pi ? 3 

2 2 

where 
Pi =ty— Liew 
p 
P(x) 
a os b) 
Fig. 2. Distribution of phase cells when the density becomes zero already in | 
Fig. 2b Ses gp ea case when the:density is constant, i. . the potential 4s 
"7 i “7 7 ‘ 2 7 
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| With this we obtain for the kinetic energy density of the system, with 
jgard to relations (3), (4) and (5) 


Up= 2 <a [2 eF —a te — 12] 


Tl 2m 2 daa 


};, expressing P by 0 according to equation (2) and carrying out the summation 


Up= <0, | > @— 12" —a(e— 12)4| = 


ma h? 3 1 g(t? — 1) ee a 2 
so ean eal 5 q(g 1/2). 


(10) 


Substituting in this expression integration for summation and selecting 
he most favourable limits of integration, i. e. those giving the best approxima- 


jon, we obtain 


= : gtl2 
i acral (i — 1/2)? di — q(g— 12) = 
8m n® = 
1/2 
(11) 
ha SIT 2 
= 6 ee e112) 3! 
pas ae q (g 2) 
i nis even 
Ce ee (11’) 
2 ey ee 


hich agrees with the original Fermi zero-point kinetic energy density. Thus the 
#ermi kinetic energy density on the one hand involves the approximation of the 
immation by integration, and further systems containing even or odd num- 
ers of particles are not distinguished. From a comparison of (10) and (11’) we 


btain 


Py Up te U5 2 (0?) 
here 1/2)2 
2 2 1)—12q(g— : 

__ 2e(be?— 1) — 12a (e— 12" 12) 

n>: 
rin an other form 
ea | fp 
oe, if n is even, 
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and 
2 
ae ae if n is odd. 
oo) 


The values of « for some n are listed in Table 1. 


Table 1 


Variation of the ratio of the zero point kinetic energy calculated here and the original 
zero point kinetic energy with the number of particles, in the one-dimensional cas 


1 3, 

2 0,75 

3 ; 1,2222 

4 0,9375 

5 1,08 

6 0,9722 

ft 1,0408 

8 0,9844 

9 1,0247 he < 
10 0,99 >. 
20 S520, 9975 

100 0,9999 


a.utie state une Caren 


The generalization to the three-dimensional problem be first carried ow 
model in n which the particles are grouped ee to their orbital 
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jnere n,; is the number of particles with orbital quantum number 1; q = 0 
(all the | groups are closed and, in general, q determines how many particles 
‘e lacking for the highest energy | group to be closed. If q>1 one or ‘several of the 
hase cells of the highest energy / group are empty and in the momentum space 
fe maximum radial momentum decreases at the places of these phase cells. 
‘e may consider this as G different quantum states, every one of which may 
‘ntain at most 2(2/ + 1) particles. Let P, denote the maximum radial momen- 
m corresponding to the filled phase cells of the highest energy / group, then 


ym (14) it follows 


— | Pedr=6. 


j D; dr = n; 


i See Pas D). (15) 


The analogues of relations (3), (4) and (5) are 


w= Pin (106) 
2m 
l G 
m= [2 (21 1) mau], (17) 
n; i=i 
i Upp = Di tyrm » (18) 


here p,; is the absolute value of radial momentum of a particle in the i-th 


juantum state. 
By perfect analogy to the one-dimensional case we define P;; : 


ee en Ty 
427} i) 


ri li? 


he e D,; is thé radial density of the particles occupying the i-th quantum state 
the quantum states of energy lower than that of the i-th (obviously P,g= 


5 P,). 


Again introducing the approximation that 


t Pret = fri — Py ia 
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is independent of the quantum state, i. e. the momenta Prej May be replaced h 
~ 


the average value 
Rh Ls | 
sam q 
thus % 
Pj, = e ‘ 
and 
Pri se CG P,, (4 
with which the radial kinetic energy density in (18) becomes 
Digs 
Up == 2(21+1 — 1/2)? — q(G — 1/2)? 
Me ee + 6 py —4(6— 12), i 
= | 
or, expressing P, by D, according to equation (15) and carrying out the summa} 
tion 4 
. : 5 | 
als Mfearen Se—apr— ate ay] — | 


hehe (21+ 1) 6 (4G ) oF. . 
Sas eaceiepaata Coal 


| 
i 


aa the summation in these peace by een : | 
; af : 


Lid oh a Ati ag 1a Meta ® 
; 
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Table 2 


tiation of the ratio of the radial zero-point kinetic energy calculated here and the 
ginal radial zero-point kinetic energy of Fermi with the number of particles, for some quan - 
tum numbers 


4 I 1,0740- 


t=0 t=1 1=2 l1=3 
| q | B ny q ae q Sa Pe u B 
m 1 | 3, Lh S41 27, Meno 75... ii) 13ch14% 
2/0 0,75 2| 4 6,75 3 8 18,75 2 12))|36;75 
a 1 | 1,2222 Mera eee 3 | 7 7 8,3333 3 | 11] 16,3333 
mero) 0.987581 4) 2 | 31,6875 | 4 | 6 |-4,6875 1 4 | 10} 9,1875 
5 1 | 1,08 5 dete. 1508 Say, Sees 5 | 9] 5,8800 
6| 0 0,9722 6| 0 Oci52 6 4 2,0833 6 8 | 4,0833 
1 Bete 0d0ss 70) Sy ho 1Si80s. | o Thole 3 || 1453062), 9 7 pale 28) 
im 0 | 0,9844 | 8| 4 | 1,266 | 8 | 2 | 11719 | 8 6 | 2,2969 
| 1 | 10247 | 9 Sy Perge20er » 9 Gp 12 4--0,9259 39 5 | 1,8148 
@)} 0 | 099 | 10] 2 | 1134 | 10 | 0 | 0,75 10 Ae 147 
@} 0 | 09975 | 11} 1 | -1,0346 | 11 | 9 | 1,0706 | 11 3 1,2149 
em 09999 —y2< 5 01.1 205938754) 12 cB fh 12153212 2| 1,0208 
| 1s sh 13 Sree 63 T aes 1| 0,8698 
deel > 0 )'u0,9792°| 14 Sis 2575) 14 || 09) 0,75 
| aes al 1. O10S METIS Ti SP MD 22220) US < 1k Tsp 71,0017 
| 24| 0 | 0,9844 | 16 | 4 | 1,1719 | 16 | 12) 1,1484 
apes | 10247 etre es | 1,044) 17 11) 132267 
30 | 0 | 0,99 {ot 3. 0,0545)) 3.10.) “veges 
60} 0 | 0,9975 | 19 | 1 | 0,9950 | 19 | 9) 1,2645 
~~ | 300 | 0 | 0,9999 | 20 | 0 | 09375 | 20 | 8) 1,2495 _ 
ee 108, ee o eg oad oo 
0 |-0,9722 | 6 |-41,1873 
ee 5 | 11478 
‘f 0 
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4. The three-dimensional case 


Finally we turn to the actual three-dimensional problem when the pari 


cles are no longer grouped according to their orbital quantum numbers. T| 


relation between the maximum momentum P and the density @ is [4]: | 
S\18 fe. | 
P= Fe + ot, (ah 

I 2 


In the ground state the distribution over the momentum space is sphej, 
cally symmetrical if the shells are closed or there is only one particle lacking { 
the shell of highest energy to be closed. It is assumed that all the particles | 
a shell have the same kinetic energy. Let M denote the number of shells a¥ 
u(i) the maximum possible number of particles in the i-th shell. E. g. fora centil 
Coulomb potential field M = L + 1, where L is the largest orbital quantu 
number that occurs and su(i) = 27°. | 

Be q = 0 if all the shells are completely filled and, in general, let q denc 
the number of particles that are lacking for the highest energy shell to be fill 
If q> 1 the distribution in the momentum space will not be spherically symmet} 
cal as there will be empty phase cells in the highest energy shell. If P deno} 
the maximum radial momentum there where the highest energy shell is filled t 
then 


M 
n+q= > H(i) (2 
i=1 | 
and 
Zien Cans 
= oy P>dre=n-+q. 
As 
fedt=n, 


for the case q + 0 the relation (24) can be generalized in the following manner | 


a pay ae oe ( 


7. ” n 


The relations (3) and (5) remain anchanged, whereas u,, is now to be cale 
ted in the following way 


- ; 
Un = ape H(i) w—q “a ( 
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It can easily be seen that the analogues of equations (8) and (9) are 


i 1/3 
> H(A) 
Ah Resa EN 
1 asd bare P (28) 
id 
| ape 1/3 
| [26], 
| Pi = seapey P, (29) 


ith which, and on the basis of (3), (5) and (27) : 


i=1 


expressing P with 0, with the aid of (26) 


A, M j 2/3 
2/3 fy2 2/3 
ro eT teat SeoSoa, I 
2m\a} 4 n‘/3 | Fou k= j=i-te 
(30) 
es ong 3) 
~a|(S +0) | f 
k= j=M—1/2 
i 
In these relations the notation > m(h), re means the following. Tak- 
k=1 j=i- 


J 
jg j as aninteger we produce the sum as a function of ]: =! uw (k) = F(j). 
. k=l 


e regard the resulting function F as if it were defined for any value of 
ji. e. not only forthe integral values of j) and we take it at i—1l/2: F (i—1/2). 
ifunction F cannot be set up in analytical form the determination of p; gives 
ie to further problems which we do not consider here. 

The original Fermi zero-point kinetic energy is obtained by approximat- 
the summation by integration for the case q = 0. The equations (25), (27) 


d (29) take the form 
. M+1/2 
oy | m(i) di, (25’) 
1/2 
M+1/2 


ee Oe (27’) 


n 
1/2 
1/3 


Ween aa|* P (29) 


t) 


{ w (k) ak 
p= 


n 


ta Physica VII/4. 
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with which 


a nee i 2/3 ; 
ree ee i Dy | ROP ARLE = 
ete] | POL Lae 
1/2 1/2 


3 i 5'31M+1/2 
2/3 fy2 1 | 

5/3 k) dk : 
ar 0 2 few 


1/2 1/2 


where the relation (24) has been used. With regard to form (25’) of n 


faa eee tam 
aX 4 5 


which indeed is the Fermi zero-point kinetic energy [5]. 
From a comparison of (30) and (31) we get ~ ye 


Up=7s, 


_ where. —— 1 
« . \ an 

“! , A t 

12] 9. 


ee th _ > “oll va) sal lS. u ld a | 


, se has seedy been mencaed’ in the central Coulomb potential 
= 1 and (i) = 23 ie. UES . ; 
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Table 3 


ariation of the ratio of the zero-point kinetic energy calculated here and the original 
smi zero-point kinetic energy with the number of particles, in the three-dimensional case 
eee ee ee ee ae 


L=0 L=1 n> 
: ™ | q | abet d n me 5 ¥. al Ue | g uA 
é Epp g S142 cud 7 | 2,4936 | 11 | 17 | 1,7998 
. 2 | 0 | 06614) 4 | 6 | 21645 | 12 | 16 | 1,776 
| 5 Sout Biss@ioels) fh 15h 1.4954 
§ | @ foe4 153224 44 | 14. |. 1.6792 
4 ieee et, 8106 shes 913. | 1.6161 
8 ge 151365 016°) 12" 1 “15508 
f 9 ta 89976 TT edd si as57 
| 10 0 | 0,8852 | 18 | 10 | 41,4238 
| 190) 09 Sac 136) 1 
20 8 | 1,3030 
21 GO) 
. 22 6 | 1,1960 
23 5 | _1,1469 
| =— | 224 | 4°]. 1,1009 
25 3 | 1,0576 
Beh Da eee Gere. | 10168 
oF 1 | 0,9784 
28 0 | 0,9424 
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O KMHETHYECKOM SHEP MOJYCNUHOBbIX UACTHL a 
MPH HYJIEBOM YPOBHE 110 ®EPMM 


M. CEN®AJTYIUA 


Peswme 


Tipu pacuere no Pepmu KHHeTHYeCKOM SHEP CHCTeMbI MOJYCMHHOBbIX YaCTHI Mp| 
HYJI€BOM ypOBHe CyMMY KHHeTHUCCKOM SHEPFHH OTACIbHBIX YACTHI, MOXKHO AMIPOKCHMHPO 3a) 
HeKOTOPBIM (asoBLIM HHTerpasiom. Lle1bI0 JIAHHOM CTATbU ABIACTCA MOKAZATb METOA, KOTOPBI 
MOMKHO M30@)KATb IIPHMeHEHHE aMpOKCHMAaLHH, H MpOHsBeqem TOFHO CyMMHpOBaHHe, Ta 
uTo moryaaem Oosee TOUHOE BbIPayKeHHe KMHETHYCCKOH 9HEPrHH TIP HYJeBOM YPOBHE. | 


HUNITED ATOM TREATMENT OF THE H, MOLECULE 


By 


4 4 
R. GAspAR 
YSTITUTE OF THEORETICAL PHYSICS, KOSSUTH LAJOS UNIVERSITY. DEBRECEN AND RESEARCH GROUP 
j FOR THEORETICAL PHYSICS, HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, BUDAPEST 


(Presented by P. Gombds — Received 4. V. 1957) 


| The eigenfunction of the H, molecule is set up with the aid of the eigenfunctions of the 
Jxited atom and determined by the variational method. The matrix components of the energy 
erator can be obtained with the aid of the matrix components of the one-electron problem 
hd the electron-electron interaction operator. The related analytical calculations can be 
jrried out very easily. For the dissociation energy our approximation yields 3,6 eV. The 
ipssibility of taking into account the electron-electron correlation has also been investigated 


detail. 


In a previous paper [1] (referred to hereafter as I) it has been shown that 
tom the eigenfunctions of the ground and excited states of the united atom a 
olecular eigenfunction can be set up by which the ground state of the H; mole- 
ile-ion is well described. The essential difference between the H, molecule and 
1e Hj molecule-ion is that the former has two electrons, while the latter has 
aly one. Thus, in the H, molecule the terms representing the electrostatic 
‘teraction of the electrons play an important role whereas such terms do not 
¢eur atallin the Hj molecule-ion. Thus, it can be expected that the treatment of 
he H, molecule may shed light on some new aspects of the theory. The treat- 
‘ent of the H, molecule is also interesting from the chemist’s standpoint, as it 
this molecule which is most characteristic of the covalent two-electron bond. 
s the method to be considered is new, it is important to deal with the H, 
Jolecule first, also because the binding of this molecule, including the accurate 
jissociation energy, has already been determined, and thus the accuracy of the 
Adividual approximations can be estimated. 

The effect brought about by the fact that the two electrons influence each 
4her’s motion not only in the average, but also momentarily; is of special 
terest. According to JAMES and Coo1ipcE [2] this is taken into account if 
1e distance between the two electrons occurs not only in the potential energy | 
at also in the molecular eigenfunction. The resulting energy difference is of a 
agnitude ~0,5 eV, which is called the correlation energy. In our calculations 
e shall include in the eigenfunction of the H, molecule the coordinates determin- 
¢ the relative positions of the electrons and thus we attempt to take into 
scount at least some part of the correlation energy too. 
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The one-centre eigenfunctions and the energy 
s 


The H, molecule is treated by the variational method, according to whic) 
the eigenfunction of the molecule is best approximated by that function 


ie 


¥ 


y= Y¥ (C4, Ca, Oa +9 Cis oe ae 
which minimizes the expression 


\ p* Hy dt 


Eps = 
Sptpdr 


GE Tm) 


In the above expression H is the Hamiltonian of the molecule and C,, Game . 
¢; ... are variational parameters for which EF is to be minimized. The Hami | 


nian of the H, molecule is 


1 ee ee e e e em 
B= @ ay{A, + As) — - ari 7 is + a 
2 Tay Tp Ta2 Tho Tig R g 
oie 2 
e e€ 
i Heke 
T15 R 


where H, and H, are the Hamiltonians of the electrons 1 and 2, respectively 


Fuente 0 ee 
i= -— A, — —- —-—- + —, (t=1, 
| im Daa eek 3 


which is analogous to the Hamiltonian of the electron of the Hy m 
the meaning of the coordinates in formulae (1) and (2) is given in ‘Fig. 
the Laplace operator of the i-th electron ; atomic units are used. 
e being U the elementary charge and dg the first Bohr h ee ra us 

‘The g ound state of the H, molecule is a 2p ne a 


ve a Po 
‘ y 7 ae > 
a ae ee he 
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: 

(2141 : . 
tre Ly; (0) is an associated Laguerre polynom and 
2Zr 


mao 


0 = 


rther, Y;,,, is the spherical harmonics with the indices 1 and m 


f f 2i+1)—|mi)! 
Yak = |/ : L ™) (eos 9) em”? 
im (Y5 @) ede)! P{” (cos 8) e'”? . (6) 


1 12 2 
fe 
a of, a2 


WAN 
5 R/2 0 R/2 a Z 


*.1. Coordinate system for the treatment of the H, molecule. The symbols denote the fol- 
fing: a and b are the location of the protons. 0 is the point halving the distance ab = Hee 
, the molecular axis connecting the protons. 1 and-2 are the momentary positions of the 
» electrons. rij is the absolute value of the distance between the particles, wich are in the posi- 
as i and j (0 as a lower index has been omitted and thus we have written rj instead of Toi) 


Taking into account the symmetry properties of the molecular eigenfunc- 


im the eigenfunction is built up of functions like 
erie els 2) = Wnim (1) Pn’ —m (2) + Ynim (2) Wn’l’—m (1) (7) 


dlikewise, owing to the symmetry properties | + l’ must be even and owing 
’ s MM y prop 8g 


the rotational symmetry m’ = —m. _ 
As the state is real the linear combination of eigenfunctions (7) to be taken 


9 account must also be real. With (7) we obtain for this 
OM ns (1,2) = nln’! (1,2) cai Meri (1,2) (8) 


The complete trial function used in the variational calculation for the H, 


lecule is 
ae ha Oey se) (9) 


ni,n/l7m 


With regard to (1) and (2) it would be obvious to set up the eigenfunction 
the H, molecule in the form of a product 


Paan cries SS = 00) 
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familiar in the molecular orbital method. In (10) ¥ois the eigenfunction of thi} 
molecular orbital given by formula (I. 10). By expanding (10) it can easily be see})_ 
that it is not more general than (9), on the contrary, it is much more speciai), 
Thus e. g. it does not involve terms for which m + 0, ete. 

In accordance with the variational method the energy expression is forme}) 
with the aid of (2) and (9) and is obtained as a function of the variational para) 
meters. The variational parameters c; linearly involved in the eigenfunction ay 


obtained in the usual manner as non-identically vanishing solutions of th 


homogeneous system of equations 
m mmo mm) __ 1 
& ch (Ai — € STh) =9, (11 


i==tyli J =n 4 kant, 0 Chan Ie. ) 


Under these conditions the possible values of ¢ in (11) are determined by th| : 
secular equation 


| He — 2 Srp || 0. (1 


| 
The meaning of the matrix components in (11) and (12) is the following | 


mmo - Bm* ohm? q 
iki Ax DF ki dv, dvz. (1: 


Taking (7), (8) and (9) into account (13) can be transformed in the followi 
manner 

Sha = sit + shiae™ + sqer™ + sia’ s (14 

where e. g. 

Sti = OT: + Of + Ofie + oft « (1s 


The meaning of the individual matrix component terms is 


Chywz = ‘ 5 Yu (1) Py (2) py (1) pz (2) dvy dvg = Suw Svz Opq> (1 


where S,,,, is the overlap integral defined in (I. 14) and 6, is the Weierstrass sy 

bol. It must be noted that 6,, has been indicated because in I we assume 

dm = 0, while here this is not necessarily valid. 
The matrix component of the Hamiltonian is 


Ae = iy " Oi" H or dv; dv, . (l 
From (17) we obtain with the aid of (7), (8) and (9) : 
Age = hie hie + hg + hg ™ Q 


where e. g. 


mm? __ ,,mmo mmo mmo 0 7 
hij = Xia + Ge Te ite - — 
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| We note that if some of thei j k1 are equal (18) and (19) will be greatly 
hplified. 

_ The meaning of the individual matrix component terms, if (1) and (2) 
well as (I. 14) and (I. 15) are taken into account, is 


“DY = CL 2 5 
Luvwz = ie Svz Ong se H®) Suw Ong cs 


e2 


wae ip SF ae Opq = i | Aue ? (20) 


| 
| 
) 
/ 
: 


ere H:) is the matrix component of the Hamiltonian of the electron denoted 
1, which is already known from the theory of the Hz molecule (see I. 15). 

vriyz is the matrix component representing the Coulomb interaction of 
» electrons 


e2 


Veo ye = \ § pR* (1) pP* (2) — ve (1) v9 (2) doi dvs. (21) 
= T12 
Using the well-known expansion 
4 yy x 2 : 

AS io (x + |m ) A pose 2) Pi (cos 04) Py"! (cos Jp) ei") (22) 

Ty2 <—| («+ |m| Yager (0)? 

1 (21) we obtain 

Vibwe = ye (lus Ps Ls q) & (los P ; l., q) « (23) 


£% (May lays Mv ly; Mu lw3 Nz 12), 
here n;, 1; as wellas p and q, respectively are the principal, orbital and magnetic. 
tantum numbers of the states. c” is defined by the expression (I. 21). 
In (22), (23) and (24) r(a) denotes the smaller and r(b) the larger of r, and 
& 7, 9,, y and rz, 99,¢, are the polar coordinates of the electrons 1 and 2, 
spectively. With these notations 


g" (Ny, Ly 3 Ny ly 5 Nw, Ly 5 Nz, 1.) = 


{Re (ny, Ue r1) Re (my, ee r2) R (Nw by $ r1) R (tz, Ls re) ‘ (24) 
0 


"y 


. AAG r? dry 13 dr2. 

r (by ; 
An ihicrontine characteristic of the Coulomb integrals Viveg becomes 
mediately apparent, namely that they are independent of the value of equili- 
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) 
brium nuclear separation. Of course, this does not mean that the energy due to thi 
Coulomb repulsion of the electrons is independent of the equilibrium nucleai 
separation but only that the dependence on equilibrium nuclear separation 1 
concealed in the coefficients c;. 

The analytical form of the matrix components and the integrals involve} 
are not given, as part of them are known from other calculations and the ra 


can be obtained in an analogous manner. 


Results and discussion 


In the calculations for the H, molecule use has been made of the experienc 
gained from calculations for the Hz molecule-ion. The latter calculations shov 
that in setting up the molecular eigenfunction the 1s, 2s and 3d states are the mos 
effective. In selecting the trial functions we took as guides the excited states 0 
the H, molecule. In Table I we have listed the states of the H, molecule thi 


Table I 
Characteristic data of some 127 states of the H, molecule (after HERZBERG) 
Electronic 
t Term value structure 
: * Beate in em? according to Note 
the united 


atom model 


X O (1sc)? ground state 
E 100062,8 lso 2so 

F (103480) (2p)? 

G 112792 lso 3do 
H 113889 lso 380 

iB (119512) lso Ado 

L (114500) 

M (114654) | both electrons 
N (116268) in the excited 
T (119494) || state 

O (119851) Iso 44 


symmetry of which agrees with that of the ground state, i.e. the 1X, excited 
states. The distances of the terms from the ground state (in cm—! unit) and th 
electron structure scheme according to the united atom model are given..Th 
notations agree with the ones used by G. HERZBERG in his well-known book [3] 
where he applies the notations most familiar in spectroscopy. The lowest-lyin 
excited states are those in which one electron is in the Js ground state and thq 
other is in an excited state of higher principal or orbital quantum number. 
states in which two electrons are excited lie relatively high among the excited sta 


that in addition to the (1s)? configuration corresponding to the ground state t t 
Iso 2s0, Aso 3do, 1so 380 and, of course, the (2pc)? configurations also contribu' 
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‘h to the final eigenfunction. It must be kept in mind that in the one-electron 


nfunctions of the individual configurations free, nonlinear variational 
meters were left. This may result in changing the order of importance of the 
figurations. 

We have assumed the most general eigenfunction of the ground state of the 
imolecule in the united atom model in the form 


y = Cisis Vis (1) Wis (2) > Cis2s [v5 (1) Was (2) ai Wis (2) Yes (1)] I 

+ C2525 Yas (1) Yes (2) + Spop Y2p (1) ¥Ep (2) + (25) 

T C1s3d [vis (1) Psa (2) + Pris (2) Pea (1)] + asa Ysa (1) Ysa (2)-+ 

+ CSpop Yap (1) Pap (2) + chasa Ysa (1) P3a (2) + C3asa 3a (1) YGa (2) - 
425) the terms of the eigenfunction are denoted by yr), where n, 1, m denote 
principal, orbital and magnetic quantum numbers, respectively. The quantum 
aber m is indicated only, where its omission would lead to misunderstanding. 
naturally possesses all the properties of the eigenfunction 1X,. The im- 
ant difference between the last three terms in (25) and the preceding ones is 
it the former include the coordinates determining the relative positions of 
jtrons (angular coordinates). Thus, these terms can, to a certain extent, take 
fount of the effect of spatial correlation of the electrons. We began our calcula- 
fis with a trial function, which is much simpler than (25). The results of the 
Yulations are given in Table II. These results confirm our conclusion drawn 


In Table I in the former paragraph. 


Table II 


Gm of the eigenfunction and the determining parameters, and approximate values of the 
‘ey. The effective nuclear charge parameters are for 1s atomic functions Z, for 2s Z’, for 
” and for 3d Z’”. The symbols in the first column of the table show the atomic functions 
used in setting up the given approximate eigenfunctions 


Form of the eigenfunction and the. determining parameters in ¢2/ay 
Is Is , ls 3d , 3d 3d | om 

: AOI Ta H7 ee 
lselseanlseesesmisaod os 

2 Z=103 , 24,7 2" = 8,5 a 
Is ls , 2p 2p, 1s 3d , 3d 3d ges 

z Fen UN6s od W537 Tl ph 
is.is?, 1s 2s), 2p 2p..,1s 3d pe 

é Z= i032” =3, 2 = 4,7, 27 = 85 | le 
Is ls , Is 2s ., 2p 2p , 2s 2s, 1s 3d , 3d 3 eT 

. PEGS Lee kT, Zl BS lec 

6 ls ls , 1s 2s , 2p 2p , 2s 2s , 1s 3d, 
3d 3d, 2p 2pl, 3dl, 3d2, 


Tea i05,Z27 = 3, Z 2471 2 = 8,5. — 1,132 


approximate eigenfunctions can be obtained from (25) by taking some of its cij coeffici- 
s zero. All the calculations refer to the nuclear separation R = 1,4 ap. The experimental 
value of the energy is Ey = 1,1754 e?/ay 


— a 
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As the above results show the united atom method can yield a good approy 
mate value for the total energy of the molecule even in the very unfavourall) 
case of the H, molecule. It is not so easy to determine the dissociation energ) 
for which the best approximation carried out by us yields but 75° of the expe : 
mentalvalue. The method seems to be difficult to apply owing to the many no} 
linear variational parameters involved, the variation of which, however, can | 
avoided in the following way. When the eigenfunction is generalized to conta 
more and more terms of the eigenfunction, the energy decrease is significar 
but it does not depend too sensitively on small changes of the variational par} 
‘meters. Obviously, the best way of decreasing the energy is to select such tert 
for the eigenfunction which increase the density at the proton. This can, / 
course, be achieved by simple maximum determination. It is interesting that t 
best parameter values obtained by varying the complicated energy expressi 
do not differ too much from the parameter values determined in the abo 
manner. 

It is worth investigating to what an extent the above eigenfunctions ta 
account of the correlation of electrons due to the Coulomb repulsion. Compari 
the approximate eigenfunctions 4 and 6 we see that the two kinds differ 
that ~,—q,_ occurs in 6 but does not occur in 4. Thus, in contrast to 
6 takes account of a certain angular correlation. The energy 0,013 e?/a) = 9: 
eV is a significant part of the total correlation energy (~0,5 eV). 

Thanks are due to Mr. J, ALFOLDY for carrying out the calculations and 
Assistant J. GAruy for directing them and for help in the analytical calculation 
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PACCMOTPEHUE MOJIEKYbI H, KAK OBUEQMHEHHbIN ATOM 
P. PALITAP . 


Pesiome 


B craTbe BbIBOAATCA COOcTBeHHDIe yHKUMH MONeKysbI H, pH MOMOLIM cOOcTBeHE 
(YHKUMM OO‘eAMHEHHOFO aTOMA H OMIpeqenATCA MeTOAOM BapHannn. MarpuuHre guemeH 
onlepaTopa SHEPrHH BLIBOLATCH MPH MOMOUIM MaTPH4HbIX 3JIEMeHTOB OMepaTOPOB OAHOIIEK D0 
HOW MpoOOMeMbI MH 9IEKTPOHA IIEKTPOHHOFO B3aMMOMelicTBUA. AHAIMTHUeCKHe pacueTHl ce 
HbI€ C STHM METOJOM, JerKO MOryT ObITh T1poMsBeReHHI. Ilo HautumM pacueTam TIpuOWK 
mosyyaetca 3, 6 u V puis 9Hepruu AMCCouMALMH. Tlogqpo6HO paccmaTpHBaoTcaA BO3MO)K 
yueTa KOPPeIAUMM IeKTPOHA C 9IEKTPOHOM. 


ELECTRONIC STRUCTURE OF THE Po ATOM 
By 


) R. GAspAr and K. Mounir 
SEARCH GROUP FOR THEORETICAL PHYSICS OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, BUDAPEST 


(Presented by P. Gombas. — Received 4. V. 1957) 


| 
| 


The eigenfunctions and energies of the electrons of the Po atom have been determined 
$h the aid of a universal potential field. Calculations have been carried out for the dia- 
Sgnetic susceptibility, which yielded — 45,683 - 10~® cm*® Mol~?. 

In the present paper the one-electron eigenfunctions and energy eigenva- 
»s of the Po atom are given, which have been determined with the aid of a 
Siversal potential field. 

The atomic one-electron eigenfunctions and energy eigenvalues determi- 
by the “self-consistent field” method provide very suitable means for the 
culations of atomic physics. The calculations taking account of the exchange 
rgy[1] are especially significant because the exchange energy markedly influen- 
the atomic eigenfunctions, particularly in the region far from the nucleus. 
Swever, it is somewhat difficult to carry out such calculations for elements 
higher atomic numbers, which is clearly indicated by the fact that the ele- 
tnt of highest atomic number for which the Fock equations were solved is Cu. 
Jus it seemed desirable to carry out calculations for elements of higher atomic 
dmbers with the aid of a universal potential easier to handle. We have carried 
alculations for the Po atom, and give the results in the Tables below. 

_ The electronic structure of the Po atom is 


)2 (2s)® (2p)® (3s)2 (3p)® (3d)}° (4s)® (4p)* (4d)}° (4f)** (5s)? (5p)* (Gd) (63)? (6p)*- 


4e energies and energy eigenfunctions of the above electron orbits have been 
ermined by solving the radial one-electron Schrédinger equation 


df ve mace ea 1(l+ 4 =n 
+|e+ hone oe f 


ne (1) 


bb 
6 =: 2 Ey2e—2ap},y =2Zu a1, 0 = - x CZ13 0,8853? e-? ay , 


sre Z = 84 is the atomic number of the Po atom ; fis the radial eigenfunction 
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of the electrons; y isthe distance between the electron and the nucleus ; #4. 

Ay, Ap, & and A are the constants in the potential. These can be found in anot' 

paper by one of the authors, where the potential is already discussed in detail. 
The boundary conditions are | 


fO)=0, . 


f’(0) = konst . 
lim f(r) =0. 
Too 
Table I * 


Radial eigenfunctions of the 1s, 2s and 2p electrons of the Po atom. x in the dimension 
units treated above. The radial eigenfunctions are given in atomic units 


Is 2s 2p Is 2s i 
ey, — 3094.6 —522,00 —507,16 c oe —3094,6 —522,00 50’ 
0,000 | 0,000 0,000 0,000 0,4293 | —3,8839 | 3,61 
0,006 | 1,6778 | 0,5633 | 0,0171 0,2619 |—3,7866 | 3,337 
0,012 | 3,0305 | 1,0133 | 0,0651 0,1586 |—3,5782 | 3 
18 | 4,1057 | 1,3630 | 0,1393 0,0961 |—3,3011 | 
24.! 49446 | 1,6240 | 0,2354 0,0592 | —2,9881 
30 | 5,5829-| 1,8072 | 0,3497 0,0385 |—2,6634 | 2, 
36 | 6,0514 | 1,9218 | 0,4786 0,0285 | —2,3438 | 
42 | 6,3773 | 1,9765 | 0,6193 0,0208 | —2,0407 
48 | 6,5837 | 1,9789 | 09,7690 17607 
54 6,6909 | 1,9369 | 0,9254 
| 60 | 6,7160 | 1,8565 | 1,0862 
66 | 66740 | 1,7435 | 1,2497 
65777 | 1,6031 | 1,4143 
1,4400 | 1,5784 
1,2583 | 1,7408 


| 1,0619 | 1,9005 


| 0,000 

| 9.2658 
|  0,4779 
| 0,6421 
| 0,7638 
| 0,8480 
| 0,8989 
 0,9209 
| 0,9176 
| 0,8924 
0,8484 
0,7886 
| 0,7155 
0,6314 
0,5384 
0,4384 


0,1130 
| —0,2231 
—0,5438 
—0,8313 
—1,0745 
—1,2675 
—1,4079 
—1,4962 
—1,5346 
—1,5268 
SSP A712 


7727 
—0,9613 
—0,5810 
—0,1646 
-+.0,2609 
0,6749 
1,0622 
1,4125 
1,7196 
1,9805 
2,1945 
2,3630 

- 2,4884 
2,5741 
2,6240 
2,6421 
2,6328 
2,5999 


2,4788 
2,3061 
2,1039 
1,8889 
-1,6736 
1,4664 
Lipper 
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0,000 

0,1335 
0,2399 
0,3222 
0,3831 
0,4251 
0,4503 
0,4609 
0,4587 
0,4454 
0,4226 
0,3911 
0,3543 
0,3113 
0,2638 
0,2127 


0,04.72 


| —0,1231 


—0,2845 
—0,4278 
—0,5473 
—0,6398 
—0,7041 
—0,7406 
—0,7506 
—0,7360 
—0,6995 


—0,5717 
—0,3902 
—0,1767 
.0,0497 
0,2732 
0,4816 
0,6661 
0,8207 
0,9419 
1,0283 
1,0800 
1,0984 
1,0857 
1,0447 
0,9787 
0,8909 
0,7849 
0,6639 


0,3898 
0,0916 
—0,2118 
—0,5056 
—0,7794 
—1,0257 


| —1,2404 


Table I 


3p 


| —114.70 


0,000 
0,0086 
0.0326 
0,0696 
0,1175 
0,1743 
0,2383 
0,3078 
0,3815 
0,4580 
0,5362 
0,6151 
0,6938 
0,7715 
0,8475 
0,9212 


1,1236 
1,2905 
1,4161 
1,4980 
1,5363 
1,5327 
1,4903 
1,4130 
1,3048 
1,1704 
1,0140 


0,6524 

0,2513 
—0,1635 
—0,5711 
—0,9563 
—1,3083 
—1,6202 
—1,8884 
a2 TTI9 
—2,2909 
— 2.4278 
—2,5256 
—2,5875 
—2,6176 
—2,6197 
—2,5977 
—2,5552 
—2,4958 


—2,3388 
—2,1486 


—1,9421 


17520 
251:5274 
—1,3346 


—1,1563 


4p 
ie 24,004 


0,000 
0,0043 
0,0162 
0,0346 
0,0584 
0,0867 
0,1184 
0,1529 
0,1894 
0,2273 
0,2660 
0,304.9 
0,3436 
0,3818 
0,4190 
0,4549 


0,5528 
0,6320 
0,6894 
0;7238 
0,7355 
0,7253 
0,6951 
0,6469 
0,5830 
0,5060 
0,4183 


0,2203 

0,0068 
—0,2074 
—0,4103 
—0,5931 
—0,7496 
—0,8760 
—0,9704 
—1,0323 
—1,0628 
—1,0635 
—1,0368 
—0,9855 
—0,9126 
—0,8212 
—0,7143 
—0,5949 
—0,4658 


—0,1890 
+.0,0980 


0,3808 


0,6486 
0,8938 
DTT 
1,2994. 


0,000 

0,0001 
0,0004. 
0,0014 
0,0032 
0,0061 
0,0102 
0,0156 
0,0225 
0,0310 
0,0411 
0,0529 
0,0665 
0,0818 
0,0988 
0,1176 


0,1842 
0,2652 
0,3592 
0,4643 
0,5786 
0,6999 
0,8263 
0,9559 
1,0868 
1,2175 
1,3465 


1,5943 
1,8220 
2,0241 


=~ 2,1971 


2,3393 
2,4507 
2,5321 
2,5853 
2,6124 
2,6161 
2,5989 
2,5637 
2,5130 
24494. 
2,3754 
2,2930 
2,2043 
2,1110 


1,9167 
1,7200 
1,5284 
1,3466 
1,1778 
1,0235 
0,8846 


4d 
—16,484 


0,000 
0,0000 
0,0002 
0,0007 
0,0017 
0,0031 
0,0052 
0,0080 
0,0116 
0,0159 
0,0211 
0,0272 
0,0341 
0,04.20 
0,0507 
0,0603 


0,0943 
0,1354 
0,1829 
0,2356 
0,2925 
0,3523 
0,4139 
0,4762 
0,5382 
0,5990 
0,6575 


0,7655 
0,8572 
0,9296 
0,9807 
1,0098 
1,0168 
1,0028 
0,9691 
0,9173 
- 0,8494 
0,7675 
0,6737 
0,5701 
0,4586 
0,3413 
0,2199 
0,0960 
—0,0290 


—0,2769 
—0,5153 
iene 
—0,9399 
—1,1191 
eT,2742 
—1,4048 
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Af 
—6,1338 


0,000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0001 
0,0001 
0,0002 
0,0003 
0,0005 
0,0007 
0,0009 
0,0012 
0,0015 


0,0030 
0,0051 
0,0081 
0,0121 
0,0172 
0,0235 
0,0311 
0,04.00 
0,0503 
0,0620 
0,0751 


0,1056 
0,1415 
0,1825. 
0,2282 
0,2779 
0,3312 
0,3873 
0,4458 
0,5058 
0,5670 
0,6287 
0,6903 
0,7516 
0,8120 
0,8711 
0,9287 
0,984.4. 
1,0380 


1,1383 
- 1,2284 
1,3075 
1,3754 
1,4321 
1,4781 
1,5136 


Equation (1) has been solved numerically and the results are giv 


3s 
—123,19 


1,0957 
0,9366 
0,7957 
0,6723 
0,5653 
0,4733 
0,3948 
0,3281 
0,2719 
0,2246 


0,1520 
0,1018 
0,0672 
0,0435 
0,0271 
0,0153 
0,0061 


4s 
—27,863 


T4215 
—1,5687 
—1,6832 
—1,7669 
—1,8225 
—1,8529 
—1,8611 
—1,8501 
—1,8230 
—1,7824 


=1,6712 
—1,5337 
—1,3836 
—1,2308 
—1,0822 
—0,9422 
—0,8135 
—0,6974 
—0,5942 
—0,5035 
—0,4247 
—0,3567 
—0,2984 
—0,2489 
—0,2069 


—0,1417 
—0,0959 
—0,0640 
—0,0417 
—0,0258 
—0,0142 
—0,0048 
—0,0025 


Tables I, II and III. 


The diamagnetic susceptibility of the Po®* ion has also been deter 
The contributions to the diamagnetic susceptibility of the individual sub-sh 
are given in Table IV. The total value of diamagnetic susceptibilit 


—45,683.10-® cm Mol7}. 
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Table II (continued) 


3p 
—114,70 


—0,9949 
—0,8507 
—0,7234 
—0,6123 
—0,5160 
—0,4332 
—0,3624 
—0,3023 
—0,2514 
—0,2086 


—0,1424 
—0,0962 
—0,0641 
—0,0418 
—0,0261 
—0,0146 
—0,0055 


4p 
—24,004 


1,4563 
1,5827 
1,6800 
1,7502 
1,7958 
1,8192 
1,8233 
1,8107 
1,7839 
1,7453 


1,6414 
1,5138 
1,3745 
1,2319 
1,0923 
0,9597 
0,8368 
0,7248 
0,6242 
0,5348 
0,4563 
0,3877 
0,3283 
0,2772 
0,2333 


0,1640 
0,1139 
0,0782 
0,0526 
0,0392 
0,0204. 
0,0096 
0,0002 


4d f 

—16,484 —6,1334 
—1,5115 1,539 
—1,5954 1,556 
—1,6580 1,56 
nee) bh 1,565 
—1,7267 1,560 
—1,7366 1,548 
a1 T3350 1,531) 
=1-7169 1,509 
—1,6910 1,483 
—1,6566 1,454 
—1,5679 1,388} 
—1,4614 1,314 
—1,3451 1,236 
—1,2252 | IBS 
—1,1062 1,075 
—0,9915 0,996 
—0,8830 0,91 
—0,7821 0,846 
—0,6895 0,776 
—0,6054 0,711 
—0,5296 0,649 
—0,4618 0,592) 
—0,4016 0,539! 
—0,3484 0,490 
—0,3015 0,445 
—0,2246 0,365 
—0,1662 0,299! 
2H 1924 0,244 
—0,0897 0,199 
—0,0655 0,162! 
—0,0477 0,131 
—0,0346 0,106 
—0,0250 

—0,0179 

—0,0128 

—0,0090 

—0,0062 

—0,0040 

—0,0009 
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Table HI 


ial eigenfunctions of the 58, 68, 5p, 6p and 5d electrons of the Po atom and the total radial 
sity D of the Po atom. x in the dimensionless units treated above. The radial cigenfunc- 
tions are given in atomic units 


fa Physica VII/4, 


; 3 
. ’ 5s | 6s Sp 6p 5d | 
| —4,6243 —0,34581 352868 —0,11417 —1,04145 D 
| 
0,000 0,000 0,000 (0,000 0,000 | 
0,0624 0,0210 0,0019 0,0005 0,0000 6,452 
0,1121 0,0377 0,0072 0,0018 0,0001 | 21,055 
0,1506 0,0506 0,0153 0,0039 0,0003 38,666 
0,1790 0,0602 0,0259 (),0066 0,0006 56,145 
0,1986 0,0668 0,0384 (0098 0,0012 71,726 
0,2104 0,0707 0,0525 0,0134 0,0019 84,576 
0,2153 0,0724 0,0678 0,0173 0,0030 94,419 
0.2142 0,0720 0.0839 0,0214 0,0043 101,416 
0.2079 0,0699 0,1007 0,0257 (00059 105,909 
0,1972 0,0663 0,1178 0,0300 00079 108,324. 
0,1827 0,0614 0,1351 0,0344 0,0101 109,139 
0,1651 0,0555 0,1522 0,0388 0,0127 108,808 
0,1448 0,0487 0,1691 0,0431 0,0156 107,738 
0,1225 0,0412 0,1855 0,0473 0,0188 106,284 
(0,0986 0,0331 0,2014. 0,0513 0,0224. | 104,736 
| 
0,0210 0,0070 0,2445 0,0623 0,0350 | 101,502 
| —0,0588 —0,0199 0,2792 0,0711 0,0502 | 102,450 
| —+0,1343 —0,0452 0,304] 0,0775 0,0678 107,844 
—0,2011 —0,0677 0,3188 ,0812 (0,0873 116,367 
—0,2566 —0,0863 0,3232 0,0823 0,1083 126,235 
| 0.2994 —0,1007 0,3179 0,0809 0,1304. 135,813 
| —0,3287 —0,1105 0,3036 0,0772 0,1530 143,904 
—0,3449 —0,1159 0,2812 0,0715 0,1759 149,818 
—0,3485 —0,1170 0,2519 0,0640 0,1986 153,306 
—0,3405 —0,1143 0,2169 0,0550 0,2207 154,472 
| =0,3221 —0,1080 0,1770 0,0448 0,2419 153,643 
| —0,2596 —0,0868 0,0877 0,0220 0,2807 147,935 
Lay wee! —0,0572 —0,0081 —0,0025 0,3131 140,064. 
—0,0700 —0,0228 —0,1034 —0,0268 0,3379 133,124 
| +0,0374 +.0,0134 —0,1929 —0,0496 0,3544 128,864. 
| 0,1424. 0,0488 = )),2725 —0,0698 0,3623 127,749 
0,2392 0,0813 —0,3395 —0,0868 0,3618 129,335 
0,3236 0,1095 —0,3920 —0,1000 0,3532 132,684 
0,3926 0,1325 —0,4294 —0,1094 0,3371 136,707 
0,4447 0,1497 —0,4515 —0,1148 0,3141 140,416 
0,4792 0,1610 —0,4588 —0,1164 -0,2852 143,052 
0,4965 0,1663 | —0,4523 —0,1145 0,2510 144,147 
0,4972 0,1661 —0,4331 —0,1093 0,2125 143,502 
0,4826 0,1606 —0,4027 —0,1013 0,1706 141,150 
0,4542 0,1506 —0,3626 —0,0908 0,1261 137,290 
0.4138 0,1364 —0,3143 —0,0782 0,0798 132,239 
0,3633 0,1188 _—0,2594 —0,0639 |  0,0323 126,370 
0,3044. 0,0985 —0,1995 —0,0484 249,0155 120,058 
0,2389 0,0760 —0,1358 —0,0319 —0,0632 113,669 
0,0952 0,0268 —0,0026 -+.0,0023 —0,1559 101,831 
—0,0554 —0,0244 +0,1308 - 0,0365 Sa, 940 92,608 
—0,2028 —0,0740 0,2573 0,0686 —0,3193 86,763 
—0,3389 —0,1194 0,3713 0,0974 —0,3856 84,257 
—0,4581 —0,1587 0,4692 0,1218 —0,4400 84,518 
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5s 
—4,6243 


—0 5568 
—0 6327 
—0 6853 
—0 7149 
—0 7225 
—0 7098 
—0 6788 
—0 6318 
—0 5709 
—0 4986 
—0 4170 
—0 3282 


—0 1367 
4.0 0625 
0 2590 
0 4449 
06151 
0 7662 
0 8965 
1 0055 
1 0935 
11618 
1,2116 
1,2448 
1,2630 
1,2682 
1,2621 


1,2228 
1,1573 
1,0755 
0,9849 
0,8914 
0,7988 
0,7102 
0,6270 
0,5504: 
0,4807 
0,4181 
0,3622 
0,3128 


0,2313 
0,1693 
0,1228 
0,0882 
0,0624 
0,0432 
0,0286 
0,0172 
0,0077 
0,0009 
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6s 
—0,34581 


—0 1905 
—0 2143 
—0) 2297 
—0 2370 
—( 2366 
—( 2291 
—0 2153 
—0 1960 
—0 1721 
—0 1444 
—0 1137 
—0 0809 


0 0116 
1.0 0584 
0.1254 
0 1864 
0 2393 
0 2832 
0 3173 
0 3415 
0 3562 
0 3618 
0,3591 
0,3488 
0,3319 
0,3091 
0,2813 


0,2139 

0,1358 

0,0517 
—0,0344 
—0,1194 
—0,2012 
—0,2781 
—0,3493 
—0,4139 
—0,4719 
—0,5231 
—0,5677 
—0,6059 


—0,6646 
—0,7026 
—0,7231 
—0,7295 
—0,7247 
—0,7111 
—0,6910 
—0,6661 
—0,6379 
—0,6074 
—0,5757 
—0,5435 


5p 
3,2868 


0 5485 
0 6082 
0 6482 
() 6688 
0 6714 
0 6572 
0) 6279 
0 5855 
05317 
0 4683 
0 3971 
0 3199 


01531 
—0 0215 
—0 1953 
—0 3619 
—0 5169 
—0 6572 
—0 7812 
—0 8881 
—0 9778 
—1] 0510 
—1,1086 
—1,1516 
—1,1813 
—1,1992 
—1,2066 


—1,1951 
—1,1565 
—1],0991 
—1,0297 
—0,9535 
—0,8746 
—0,7959 
—0,7196 
—0,6469 
—0,5788 
—0,5158 
—0,4580 
—0,4055 


—0,3153 
—0,2431 
—0,1862 


~=~0,1417 
—0,1073 - 


—0,0807 
—0,0603 
—0,0446 
—0,0324 
—0,0228 
— 0, 0150 
—0,0086 


Table IL (continued) 


| 


| 
| 


6p 
—0,11417 


0 1412 
0 1553 
0 1642 
0 1680 
0 1671 
0 1617 
01524 
0 1397 
0 1241 
0 1961 
0 0862 
0 0649 


0 0196 
—0 0269 
—0 0721 
—-0 1143 
—-0 1521 
—0 1849 
—0 2120 
—0 2334 
—0 2490 
—0,2590 
—0,2638 
—(,2638 
—0,2593 
—0,2507 
—0,2387 


—0,2057 
—0.1636 
=O,1153 
—0,0633 
—0,0094. 
+4.0,04.47 
0,0979 
0,1493 
0,1983 
0,2444. 
0,2874 
0,3272 
0,3638 


0,4271 
0,4782 
0,5182 
0,5484 
0,5701 
0,5846 
0,5930 
0,5962 
0,5951 
0,5906 
0,5831 
0,5738 


—() 4820 
—0 5116 
—() 5292 
—0 5353 
—0 5308 
—() 5166 
—0 4936 
—0 4629 
—0 4256 
—0 3825 
—0 3347 
—0 2830 


—0 1712 
—0 0528 
0 0673 
0 1856 
0 2992 
0 4062 
0 5053 
05955 
0 6765 
0,7481 
0,8105 
0,8641 
0,9091 
0,9462 
0,9759 


1,0155 
1,0326 
1,0315 
1,0166 
0,9901 
0,9560 
0,9164. 
0,8730 
0,8275 
0,7811 
0,7345 
0,6887 
0,6439 


0,5594 
0,4828 
0.4145 
0,3345 
0,3023 
0,2572 
0,2184 
0,1852 
0,1569 
0,1328 


0,1123 | 
0,0949 | 


86,706) 
89,932) 
93,393 
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KURZE MITTEILUNGEN 


THE ABSOLUTE MEASUREMENT OF LIGHT 
AINTENSITY BY A DIRECT-READING THERMISTOR 
BOLOMETER 
By 
Gy. GrercEeLy, Gy. AtmAssy and J. Anim 
RESEARCH INSTITUTE FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 

(Received 11. II. 1957) 
For the solution of many physical problems it is necessary to measure 
* absolute radiation intensity, which is expressed in W/cm? units. This can 
4 done by bolometers [1], especially by thermistor bolometers [2—3]. In our 


‘ce. 1. The bolometer. Notations: 1. blackened receptor surface ; 2. heater; 3. thermistor 
No. 1; 4. thermistor No. 2; 5. insulator frame; 6. metal housing; 7. quartz window 


: per a direct-reading intensity meter is described and its application to the 


ecking of multiplier phototubes is discussed. 
The mounting of our thermistor bolometer was similar to Dopp’s[3] 


angement. Fig. 1 shows the sketch of the bolometer. Two disk thermistors 
re mounted back to back, 4 cm apart, in a metal housing. In order to reduce 


&, 
Pa 
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the time constant of the system and to eliminate the zero drift, the brass plate} 


of the thermistors were connected by a brass rod of 2 mm diameter. A miniaturé 


flat heater was placed on the disk of thermistor No. 1. The free surface of thi 
heater covered with carbon black served as the radiation receptor. The tw¢ 
thermistors were mounted in a small brass box provided with a quartz window} 
The heater consisted of a manganin resistance wire wound on a thin mica plat# 
and covered by a bent nickel plate. ) 

The heating of thermistor No. 1 is effected by the radiation reaching thy 
receptor, or the power dissipated on the heater may have the same effect. Bet weer 
the two thermistors forming the two arms of an electronic bridge, there is 4 
temperature difference. Several electronic systems have been described [2, 4,5 
for thermistor bridges. Fig. 2 shows the circuit diagram of our device. The lov 
frequency (1 ke) power was supplied to ihe bridge by a generator. The signal 
produced on the bridge are proportional to the temperature difference of th 
thermistors as well as to the power dissipated on the heater. The signals wer 
amplified by a selective amplifier and measured by an electronic voltmeter 
The use of a selective amplifier eliminates the disturbing effects of the harmonics 

The bolometer was calibrated in W/cm? units by means of the heater 
The working curve of the bolometer was found to be linear between 100 uW 
40 mW. 

Our thermistor bolometer was used for the efficiency determination 0 
multiplier phototubes. The properties of multiplier phototubes have bee 
described in several handbooks and papers (e. g. [6]), few data, however, ar 
available on their absolute calibration [7], a problem arising for instance 1 
the experiments of JANossy, ApAm and Varea [8]. 

In the course of the measurements, the radiation of a high-pressure 129 


mercury lamp was focused on the entrance slit of a monochromator (type UM2 
The bolometer, resp. the phototubes examined were mounted on the exit sli 
(0,5 x 15 mm) of the monochromator. The sensitivity of the multiplier phototube: 
is much greater than that of the thermistor bolometer, therefore an attenuatio 
of radiation was needed. JANossy and NARay applied a special optical syste 
for this purpose [9]. We used a simpler method: the intensity of the stron 
mercury lines was reduced by plane-parallel thick Schott NG5 glass filters. — 
The transmission of thick NG5 filters is little affected by the multipl 
internal reflections within the filter [10]. Adjusting two filter plates in series 
and calculating their transmission, the multiple reflections between the plate’ 
must be considered [10—11]. Denoting by R the reflection, by T the on 
and using the indices 1, resp. 2 for the single plates, the transmission of 
two plates is 


Priel 
IR Re 


1,2 


=T,T,(1+R,R,+ R?R34+...). 
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T,» is not the simple product of T, and T;, but using optically thick plate 
(>4 mm) R= a (the error is 0,4 per cent), and 


The neglect of the term a causes an error < 0,2°%. The reflection of the twij 
plates R,. is little affected by the multiple reflections between the plates 


Ti, 2,3 = ————_ & TT, T3 (1+ 2 a?). (3 


For thick plates this is practically the product of the transmission of the singld 
filters. The error is 0,39. The instability of the current of multiplier phototube: 
(caused e. g. by fatigue effects) is larger than 0.3 per cent. In our experiment: 
4—11 mm Schott NG5 filters were used for light attenuation. The 10° attenuation 
factor may he easily produced by 3 plates each approximately 10 mm thick} 
6 samples of RCA multiplier phototubes were examined. Table I contains 
the results of the measurements. The sensitivity and the spectral response 
varies with the tube examined. The values given in Table I are of only informative 
character for photometric purposes. 
Every tube was run at 1000 V. The current of the phototubes was measured) 
by a spot light galvanometer (2-10—8 A sensitive). Since the sensitivity of the 
photocathodes is not uniform [12—14] and depends on the angle of incidence | 
the most sensitive area and position of the cathodes was examined. The dark 
current of the phototubes was taken into consideration. Measurements ‘were 
carried out using higher and lower illumination levels. The output of multiplier 
phototubes is strongly affected by fatigue effects. The sensitivity values given 
in Table I were determined immediately after the illumination of the photo 
cathodes. : 
The attenuation of the filters varied between 8 - 102 and 2 - 10%. The) 
reproducibility of the measurements was found to be strongly dependent on) 
the position of the photocathode in the optical system, on fatigue effects, ete. 


it was, however, better than +-6%. 
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Table I 
| Photocurrent pA 
See Nnbahi gee pe illumination level Bees aw 
A 
| (high) (low) a 
4358 48,4 3,70 1,82 - 104 
931 A Nel 5461 | 35,9 3,39 0,1 0,51 - 104 
5770 si 27,9 6,69 0,31 - 104 
' | 4358 34,2 | 2,96 1,66 - 105 
P 981 AN2 | 5461 39,7 6,34 0,55 0,69 - 105 
| 5770 35,2 3,51 0,47 - 10° 
| : 
| 4358 | 21,0 3,69 4,06 - 104 
1P28 Ne 1 5461 | 34,0 6,94 0,06 2,48 - 104 
5770 | 37,5 6,44 1,88 - 104 
4358 | a7 1 5,48 5,64 - 104 
1P28 Ne 2 5461 | 20,0 4,36 0,03 3,09 - 104 
5770 | 213 4,21 2,63 - 104 
4358 | 13,3) 44 5,94 10,12 - 10? 
1P22 Nel 5461 39,0 | 7,95 0,05 5,8 > 102 
5770 | 29,0 5,95 5,7 + 102 
4358 35,0 6,86 1,36 - 104 
1P22 Ne 2 5461 20,0 8,96 0,03 0,66 + 104 
5770 27,5 4,71 0,58 - 104 
PA : 
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Recent experiments and theoretical considerations [1] make the assump- 
jon plausible that the spins as well as the parities of K-mesons are the same. The 
pin is, in all probability, zero. The parity is not known as the most important 
aformation on the parity of K-mesons has up to now been obtained from the 
nalysis of decay products. In the course of decay, however, the parity may 
hange, thus we cannot infer the parity of K-mesons. The assumption of uniform 
arity of K-mesons modifies several selection rules based on the simultaneous 
xistence of # and t mesons having spin-parities 0~ and 0~, respectively. Some 
ypical examples may be considered. ; 

The production of K-mesons can be best investigated in the annihilation 
rocess of antinucleons, for it is the nucleon-antinucleon pair which exhibits the 
lost remarkable symmetry properties [2, 3]. Considering that the radius of the 
ectromagnetic orbits of the protonium is large as compared with the mesonic 
ompton wave length determining the range of the annihilation interaction, it 
n be assumed that the annihilation originates from the s-state. On the basis. 
f [3] the following selection rules can be obtained : 


a 


@raprotonium (1 = 0, s= 0, P, = —1, P.=-++ 1) 
> 37(ss) (50 per cent; forbidden for the 
component P, = + 1) 


Eoprotonium (l= 0, s=1, P,= —1, P,=—1) 


—> 2* a (p) (50 per cent; forbidden for the 
component P, = —l) 
—> a+ am 0° (pp) (50 per cent ; forbidden for the 


component P, = + 1) 
=» K°K°(p) 
se K*+K~(p) 
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(P,, P. and P, denote the space parity, the charge parity and the mesoparil| © 


respectively. The brackets on the right hand side contain the orbital moment} : 


state of the products.) The selection rules for nucleonium (PN or PN syste 


are 
Paranucleonium (l= 0, s = 0, Wei ee Ns Py=+ 1) 32 (ss), 
Orthonucleonium (l= 0, s = 1, P, = — 1 oj 2 7 (p). 


It is remarkable that the PN, PN KK annihilation into the s-state is forb 
den (disregarding the electromagnetic corrections) and in either spinstat¢ 
would be allowed only if K-mesons of different parity (J, T) are assumed, 1 
annihilation into K-meson pairs can start only from the 3p state of the PN, J) 
system or otherwise by emission of a third particle (z-meson). 

Thus, assuming that the K-mesons have uniform parity and most annihiif 
tions originate from the s-state of the antiproton, we may infer that in an} 
hilations of antiprotons in materials containing protons and neutrons m 
frequently K* K~-pairs are produced than K°K~-pairs. If K-mesons of t 


different kinds of parity would exist the annihilation of P/V-pairs into KK-p 
would be allowed. Similar considerations lead us to expect that the annihilati 
of antiprotons in hydrogen results more frequently in KK-pairs than that} 
antineutrons,. 

In investigating the selection rules of the decay of K-mesons the conser" 
tion of parity can no further be assumed (neither can the conservation of chai 
parity), as the decay process is the result of a weak interaction not conservi 
parity. However, if LANDAUv’s suggestion [4] is accepted the product of a 
parity andcharge parity, the so-called combined parity (P,), must be regarded 


constant of motion. Using this combined parity the decay of K°, K°-mesons 1 
z-mesons can be described in the following manner : 
Let the spin parity of K-mesons be 0°. By introducing instead of K®° a 


K° the charge-parity eigenstates [5]: 
outs 
2 


the parity values of the decaying par‘icles and their decay products are lis 
in the following Table. 


K, (CLE), Kia TC FR); ; 


Py . = ve 1 1 —I —l 
P, +1 #1 1 a (—1)! ae 


Pr 1 =) cf i City. =] 
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| 
} 
he selection rules which are obvious from the Table are : 
Kya. (s)9 A> 2 {s), wera (pp), 
(2) 


| K,—>27° 2° 2° (ss), a+ 2- 2° (ss) . 

| 

| 

he observed lifetime of the decay K°—>2z is of the order of 10~!° sec. This 
orresponds to the end state of isotopic spin zero. The observed lifetime of the 
ecay K*—>3z is of the order of 1078 sec. This corresponds to an end state of 


otopic spin T = 1, which is symmetric in all the three z-mesons. The end state 
the K,—>3z decay is similar, which means that for this decay the average life- 


me is also of the order of 10~8 sec. Theend state of the decay K*—2 2 has an 
otopic spin T = 2; this process is forbidden by the selection rule AT = + + 


‘the weak interaction and can take place but as a result of electromagnetic 


prrections ; this fact accounts for its lifetime being longer than that of the K° 
2a decay. The end state of the K,—>3z decay is antisymmetric, its isotopic 
in is T = 0 and its orbital quantum number is |= I’ = 1. According to 
Now [6] this latter process is slower by at least two orders of magnitude than the 
t->3a decay, i. e. it can be neglected as compared with the K,—2z decay. 
n addition the decay of K,-mesons into leptons also takes place.) 

The possible types of decay are summarized below : 


| iy “ls 10-19 see 
Tu) K3—> q0° 70° x} 


oe 
kK T= 1p és et met 70° =) 10-° sec 


i atata- Als 


K+ r=, a 
T=2 K+—> ata CA Tay!) j 


,can be seen 50 per cent of the K-mesons decay into two 2-mesons and the 
aining 50 per cent into three z-mesons or leptons. 

As the lifetime of the K,-mesons is long as compared to the lifetime of the 
mesons 50 per cent of the eer remain after decay into two a-mesons 
he K,-state to decay later into three z-mesons. If the K,-mesons before 
caying pass through an absorber the component K° is absorbed and the 
am remains in the K,-state. The number of remaining mesons is 25 per cent of 


original number. 


aot ees J. 
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The considerations presented bere thus show that from the experin 
suggested by Pats ans Prccont the same results can be expected as be 7 
inspite of the fact that the decay process does not conserve space and chd 


parity [7]. 


. 
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NOTE ADDED IN PROOF: In the meantime a work of R. Garro appeared (Phys 
Rev., 106. 168, 1957) which deals with the same problem as the second half of this note. 
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LETTER TO THE EDITOR 


LONG TIME-CONSTANT DECAY EFFECT 
OF OXIDE-COATED CATHODES 


(Received 17. V. 1957) 


As has been known for many years an interface layer with large resistance 
velops between the base metal and the oxide coating of oxide cathodes after 
veral hundred hours use as the result of the reaction of base metal contamina- 
ms and the alkaline earth metal oxides. 

_ We measured the resistance of this layer in commercial receiving tubes by 
sans of the Van der Ziel method based on the fact that the transconductance 
frequency-dependent if interface resistance is present [1] and observed that 
is resistance increases with time after switching on anode voltage and reaches 
stationary value only after 2—3 minutes. The phenomenon was completely 
versible. _ 


Because the measurement was being carried out at plate voltage higher 
an 100 V, the resistance increase may have been caused by poisoning since the 
jisation potential of residual gases and the accelerating potential needed for 
composition of surface oxides on the anode are essentially lower. 

In order to exclude the possibility of cathode poisoning we coinected the 
lve (which was in the following an ECC 40 type tciode) as a diode, fed it from 
consiant-current generator and measured the variation of its plate voltage 
plying a vacuum tube voltmeter. In this way we could keep the anode voltage 
low 4 V at several mA-s anode current. 

We observed, that the diode resistance increase agrees with the inter- 
e resistance increase as measured by the Van der Ziel method, which proves 
at the cause of the phenomenon lies within the cathode. 

The Figure represents the resistance of a valve as a function of time with 
ater voltage as parameter. From the point of view of comparison only the 
ode resistance variation is of interest, therefore we simply drew the measured 
sistance values on the interface resistance curve. For the sake of exactness we 
‘mpensated the larger part of the anode voltage and measured only its variation. 
is was also recorded: the potential went through a two-stage differential 
aplifier to the vertical deflecting plates of a cathode-ray oscillograph and the 
reenpicture was filmed. 

_ In order to examine the recovery period in the currentless state of the 
thode, we switched on the anode voltage by means of a multivibrator for 
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periods of 10—100 msec in intervals of 4—5 sec-s. Though the exact evaluati| 


of records is still in progress, we can summarize our experiences, gained | 


mercial ECC 40 triodes which ran for 1000 hours, | 


examining about 10 com 


follows : | 
1. The resistance increase is larger if the current is larger, but the curreyf 


does not influence the time constant essentially. 
2. On the other hand the time constant depends essentially on catho} 

temperature : at 4 V heater voltage (~800° K) it was 1 minute, at 5 V hh. 

(~880—900° K) 30 sec, and at 6 V h. v. (~950° K) it was about 10 sec. 


Ohm la=3mA Ohm 
. A 40 
Interface resistance (AGE: uD 
° diode = ——«u—— 
_ 
60 120'> 
= 
600 700 
40 +180 
500 
> 
: 160 
S 
400 
20} 140 
3 
Me 120 
v/ 
200 1 2 2 4 minutes ee 
Fig. 1 


3. The time constant of recovery is essentially less than the time consta 
of resistance increase, but the complete recovery takes, in general 3—4 tim 
longer than the increase. 

4. Valves which had no measurable interface resistance did not show ali 
resistance increase. Se 

Although so far we have not made records, in a rapid examination. 


_ ECC 85 valves, which ran for 2000 hours we found several tubes, which thou 


free from interface resistance showed reversible diode resistance increase. T 
means that the site of resistance increase is in that case not the interface, b 
another part of the cathode. Similar observations were made also on n 


2 


valves, if they were strongly underheated. (Heater voltage 3—3,5 V). 
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Long time-constant decay phenomena on oxide-coated cathodes were 
amined by several authors [2,3]. WricuT measured the resistance increase 
ithe interface under the influence of current by means of a probe electrode. 
cording to our opinion the reversible increase of interface resistance is 
ibe brought in connection with NEERGARD’s donor depletion layer hypothesis [4]. 
ch a depletion layer can be formed not only on the cathode surface, but also 
sthe interface layer effected by high field strength, as was suggested by NEER- 
mp [4]. A rough calculation showed the pessibility for such a mechanism to be 
® cause of the long time-constant phenomenon. Supposing that in the decay 
riod the concentration of barium donors in a 10~4 cm thick interface layer, 
hich is a probable thickness, drops to zero for a depth of 2,10—5 cm on the 
e of the coating, that the base metal is a reflecting wall for the diffusing 
| and further that the diffusion constant of Ba in the interface layer agrees with 
> diffusion constant in the coating, and making use of R. BEVER’s data, for the 


fusion constant of Ba in oxide-coated cathodes as measured by her with the 
lioactive indicator method [5], we find, that about a quarter of the empty 
ver is filled within 10sec, a half within 1 minute and the original distribution 
practically re-established within 5 minutes during the recovery period at 
)° K cathode temperature. 

This means that variation of interface resistance as consequence of donor 
gration can take place during times of the mentioned order of magnitude. 
> note that our calculation is not a positive proof for the mentioned mechanism, 
oroves only that it is possible with the usual orders of magnitude of the values 
it characterize interface and diffusion conditions. In that form it is also valid 
he case if, as has been suggested recently [6], not the F-center type excess-Ba 
ors control the resistance of oxide cathodes, but other types of donor centres, 
sause it seems improbable that the diffusion constants of the latter donors 
- by orders of magnitude from that of Ba. Similar migrations influencing 
istance occur probably in general in oxide cathodes if the field strength is 
ge in certain parts of the coating. Such is the case, when the valve is running 
a long time and the resistance of the coating became large owing to evapora- 
of active contamination as we experienced in the case of the ECC 85 valves, 


hermore in strongly underheated cathodes. 
We express our thanks engineer F. FiscHEr who constructed the Van der 
1 measuring device and the switching multivibrator and supported our work 
all respects. 
L. Ernst 
Industrial Research Institute for Telecommunication, Budapest 
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ib30P KHUT — REVIEWS OF BOOKS — BUCH BESPRECHUNGEN 


. Neuber : Lésungen zur Aufgabensammlung Mestscherski. Hochschulbiicher 
fiir Physik. Herausgegeben von Franz X. Eder und Robert Rompe. Bd. 19. 
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1956, 464 Seiten. 


H Das die Lésungen der bekannten Aufgabensammlung Mestscherski enthaltende Buch 
UBERS ist genau der Einteilung der Aufgabensammlung angepasst; es enthalt nicht den 
xt der Aufgaben, sondern teilt lediglich die Lésungen mit, wobei es haufig keine Abbildungen 
ingt, sondern sich auf die der Aufgabensammlung stiitzt. Das NeuBERsche Buch ist daher 
ir zusammen mit der Aufgabensammlung zu lesen. 
Die Aufgabensammlung Mestscherski erschien 1955 als 13. Band der Sammlung »Hoch- 
wilbiicher fiir Physik« in deutscher Sprache als Ubersetzung der 16. russischen Auflage. 
e mehrmals tiberarbeitete Aufgabensammlung enthalt 1363 sorgfaltig ausgewahlte und mus- 
‘gultig gruppierte Aufgaben in folgender Aufteilung: Statik starrer Korper 309, Kinematik 
7, Dynamik des materiellen Punktes 241, Dynamik des materiellen Systems 364 und endlich 
s dem Bereich der Theorie der Schwingungen 122 Aufgaben. Das vielseitige Aufgabenmaterial 
thandelt iiberwiegend Probleme der technischen Mechanik. Die Aufgabensammlung bringt 
ch die Lésungsresultate und erteilt an einigen Stellen auch Ratschlige fiir die Loésungen. 
Das Neuspersche Buch enthalt lediglich ein kurzes Vorwort des Verlages. Hiernach ver- 
et das Werk einerseits den Zweck, die sich mit dem Studium der Mechanik befassenden 
jrer anzuleiten und ihnen auch ohne Zuhilfenahme spezieller Lehrbiicher die Lésung kom- 
zierterer Aufgaben zu erméglichen, anderseits Technikern und Physikern durch Ausarbeitung 
t Aufgaben die Méglichkeit zur Vertiefung ihrer Kenntnisse zu bieten. Diesem letzteren 
veck entsprechen die mitgeteilten Lésungen vollkommen, und insbesondere die Leiter der 
ungen in Mechanik auf den Universitiiten kénnen die Lésungen ausgezeichnet verwenden. 
Wird die Aufgabensammlung von dem Gesichtspunkt der Hérer aus beurteilt, so emp- 
det man das Fehlen einer kurzen Zusammenfassung der zur Lésung verwendeten Lehrsitze 
d Zusammenhiange am Anfang der einzelnen Aufgabengruppen als fiihlbaren Mangel. (In 
Aufgabensammlung Mestscherski sind die Aufgaben in 50 kleinere Gruppen eingeteilt.) 
rartige Zusammenfassungen sind nicht nur fiir den Anfanger niitzlich, sondern wiirden auch 
Einheit des Buches férdern. Die reiche Literatur der Mechanik is hinsichtlich der Anschau- 
gen, der Behandlungsweise sowie der Bezeichnungen sehr vielfiltig, und offensichtlich gilt 
s auch fiir den Unterricht der Mechanik an den Universitaten. Die sich daraus ergebenden 
awierigkeiten fiir den Anfanger, der die Literatur iiber die Mechanik noch kaum kennt, 
ante man durch einen kurzen einleitenden Abschnitt an der Spitze der kleineren Aufgaben- 
ippen leicht iiberbriicken, wodurch auch die Benutzung spezieller Lehrbiicher ttherfliissig wiirde. 
Vergleichen wir die Lésungen der einzelnen kleineren Aufgabengruppen, so ergibt sich 
a einheitliches Bild. Das gewaltige Aufgabenmaterial wurde wahrscheinlich von zahlreichen 
tarbeitern bearbeitet, was sich in diesem Fall auch auf die Einheitlichkeit des Buches aus- 
kt. Die Lésungen der meisten Aufgabengruppen sind durch sorgfaltig hergestellte Abbil- 
agen illustriert, und der Text enthailt selbst fiir den Anfanger geniigend Hinweise. Demgegen- 
r gibt es einige Aufgabengruppen, bei denen das Abbildungsmaterial und der Textteil fiir 
jungen Hoérer schwer zu verfolgen sind. : : 
Aufbau und Reihenfolge der Aufgaben sind in der Aufgabensammlung vom didaktischen 
htspunkt einwandfrei. Es wire daher wiinschenswert und auch lohnend, die ersten. Auf- 
1 der einzelnen Gruppen ausfiihrlicher auszuarbeiten ; die spateren kénnen bereits kiirzer 
st sein. Dieser Wunsch gilt besonders fiir die am Anfang des Buches befindlichen Auf- 
ruppen, da durch eine leicht verstandliche Behandlungsweise der hier ausgearbeiteten 
en der Leser zur grossere Selbstindigkeit beanspruchenden Arbeit der spateren Auf- 
1 besser angeregt™= werden kann. Es ist bedauerlich, dass gerade am Anfang des statischen 
einige” Aufgabengruppen besonders wortkarg abgefasst sind. Infolgedessen verschwindet 
einzelnen Stellen der mechanische Gehalt der Aufgaben in den trigonometrischen Formeln. 
Im allgemeinen sind jedoch die Lésungen der Aufgabengruppen des statischen Teils 
elungen. Die Ausarbeitung erfolgt zumeist durch rechnerisches Verfahren, doch findet 
uch gut gelungene zeichnerische Lisungen. Unter diesen sind insbesondere die Abbildun- 
beachtenswert, wo die Grésse des Klischees genau dem Massstab der Figur entspricht, 
ss der Leser die Resultate durch unmittelbare Messung auch selbst festzustellen vermag. 


— a 


a) 


} 


ATS 


- jedoch durch die folgende Aufgabengruppe sogleich gutgemacht wird, in der die Lésung 


zum Ausdruck kommt. 


bei raumlichen Kraftsystemen anzutreffen; die Losungen ; 


Vektorrechnungen sind nur 
Kraftsysteme sind im allgemeinen gut gelung 


Aufgaben aus dem Gebiet der riumlichen 
ebenso wie die Schwerpunktbestimmungen. 
Man kann es jedoch beanstanden, dass die Lésung in einzelnen Fallen (z. B. bei af 


Aufgaben Nr. 136, 137 und 159) nicht alle Krafte erforscht, denen vom Gesichtspunkt 
Gleichgewichts Bedeutung gukommt; in der Lésung wird das Gleichgewicht gar nicht unt 
sucht, sondern werden nur die Gleichungen niedergeschrieben, welche auf die gestellte Fra 
Antwort geben. In didaktischer Hinsicht ist dieser Mangel beinahe als Fehler zu bezeichn} 
Merkwiirdig wirkt es auch, wenn der Lageplan und der Kraftplan eines Fachwerkes sich | 
verschiedenen Seiten des nimlichen Blattes befinden (Aufgaben Nr. 157, 206, 209). 

Es ist erwihnenswert, dass zahlreiche statische Aufgaben vorhanden sind, die sich : 
Ubung der Planimetrie und Trigonometrie hervorragend eignen. Der bescheidene mechanis¢ 
Gehalt dieser Aufgaben lasst sich auch in der Mittelschule klaren, die aus denselben zur Bd 
bung des Mathematik- und Physikunterrichtes Nutzen ziehen kénnte. ) 

Fiir den Physikunterricht in den Mittelschulen findet man auch am Anfang des ki} 
matischen Abschnitts zahlreiche gute Ubungsbeispiele. Aber auch fiir den Mathematikunti 
richt an der Universitit sind zahlreiche zweckmissige Beispiele anzutreffen. Im kinematise 
Teil finden wir eher analytische Lésungen als Konstruktionen. Die mathematische Betrachtun} 
weise geht bereits etwas zu Lasten der mechanischen, obwohl der mathematische Teil duy 
einzelne mechanische Uberlegungen betrichtlich verkiirat werden kénnte. Mitunter — ilf 
besondere im Zusammenhang mit den Coriolis-Beschleunigungen — fiihlt man den Mani 
einzelner erklarender Abbildungen. Lésungen durch gute Vektor-Abbildungen waren im : 
gemeinen tibersichtlicher und auch die Deutung der Bezeichnungen wiirde hierdurch gewinn}} 
Beispielweise férdern derartige gute Abbildungen die Verfolgung der Lésungen der 24. 1 
25. Aufgabengruppen. 

Die ersten Aufgabengruppen des dynamischen Teils sind sorgfaltig ausgearbeitet, 
auf Grund der ausreichenden Abbildungen sind die Berechnungen auch fiir den Anfanger lei: 
verstiindlich. Demgegeniiber erfolgte z. B. bei den Abbildungen der 31. Aufgabengruppe ' 
Auftragung der Krifte nicht geniigend sorgfaltig; ohne Krifte kann man aber kinetis¢ 
Aufgaben nicht behandeln. In dieser Gruppe sind einige Aufgaben nachlassig behandelt, w 


von griindlichen Zeichnungen begleitet und auch in Einzelheiten einwandfrei sind. 
: Die Lésungen der Aufgaben aus dem Gebiet der Dynamik der Systeme sind ebenf: 
ziemlich unterschiedlich. Es gibt Gruppen mit mustergiiltigen Lésungen und — in geringe} 
Zahl — solche, die fir Anfanger zu knapp gehalten sind und Mangel aufweisen. Man hat c 
Eindruck, als ob einzelne Mitarbeiter die Meinung vertreten wiirden, die Aufgabe sei ein Pri 
lem, bei dem die Lésung das Ziel darstellte ; dabei ist doch die Aufgabe nur ein Mittel, 1 
sich die Theorie fiir die Praxis zu eigen zu machen. Ganz allgemein kann man beanstand| 
dass die die Bewegung bestimmende Bedeutung der Krifte in mehreren Lésungen nicht gentige 


Die tiberwiegende Mehrzahl der im NeuBerschen Buch enthaltenen Lésungen ist jedqj 
das Ergebnis sorgfaltiger Arbeit, und die Lésungen werden auch den Hérern der Universita ! 
in ihren mechanischen Studien wertvolle Hilfe bieten. Die aufgezahlten Mangel wurden hau} 
siichlich mit Riicksicht auf die Universitatshérer und von dem Gesichtspunkte einer ev’ 
tuellen Neuauflage angefiihrt. 

Es ware sehr wiinschenswert, in einer Neuauflage bei der Ausarbeitung der einzel 
Aufgaben — soweit die Méglichkeit dazu besteht — einzelne Aufgaben ausser durch re} 
nerisches auch durch zeichnerisches Verfahren zu lésen, so dass durch parallele Anwendu) 
der beiden Verfahren ihre Vorteile dem Leser klar werden. Infolge der streng systematise 
Gruppeneinteilung der Mestscherskischen Aufgabensammlung lassen sich die Aufgaben ' 
-einzelnen Gruppen nur auf Grund der in den Gruppentiteln angegebenen Lehrsitze oder | 
fahren behandeln. Es besteht jedoch kein Hindernis, am Ende der Lésungen der einzel 
Aufgabengruppen diejenigen Aufgaben aus anderen Gruppen anzufiihren, die auch an He 
des im Titel der Aufgabengruppe bezeichneten Lehrsatzes oder Verfahrens gelést werden kénn 
und den Leser zur Ausarbeitung der Aufgaben anzuregen. — 
ie ee uae wird aber das Neusersche Werk auch in seiner heutigen Form a 
Be mae may At a vas Agee es Mechanik zu beschaftigen wiinschen, ausgezeichn! 
Ge Titfaventislelsighanabn. mit Mathematik befassenden Leser finden darin gute Beis 


Prof. A. MurrnyAnszk 
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